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������� ������� ���	 ������������
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������� 	� ���	 ����
���� �	��� ����%���  !��#� ��� ��� �	�
�	� �	 �&���� � !���
������� ��� ������� � ��� �������	� 	� ����� ������	��	�  '!'# ������
�� ����
��� �
����������� ����� 	� ���
���� �	����� 	� ��� !� �����	�� � ���	�� ����	��� �
��� ����	����� 	� ����� ����	� ���
��	�  ()"# ������
�� �	 ��������� ���
�� ��� !�!"
	� ��� ������ *	 ����$ ���%���� ��	����� ��� ���� ���	���� � ��� ������
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����� �����$ �
� 	��� � ��� �	���&� 	� ���������� �
��������� �������

"�������$ � �� ������� �	 �&���� �������� ��� ������� �������� �������$ ���
��������� ���� ���� ��	���� �
������� �
����������� �	��
����	� �������� *����
������$ ���	 ��	�� �� ������ ���������� ������$ ���	�
�� ��	 ��� ���������� �	 ��� �����
	� ������ ���	 �������� )���$ ��� ��� �������� �������	� 	� ��� ������� �	��	����
�������  
� �	 + ,-. �������	�#$ ���������� ��� �
��������� ���
���	� 	� �	�����	���
�	����� ������� ��� ()" ������
��  ���$ ��� �����	�� 	��� ��	����	� ���	�����#� /&�
������ 	� ������ �������� ��������
� ������	
��
� �	��
���	�� ��� ����	�� � �	�
�����$ ��� � �
�����
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���	
��
�  010�# ����	�	�	�� ����� �	 �� �����	���� �
���	�� ��������� � ��� ��	������ ����	����� 	� 
� �	 %�� �	��	���� ������� ��� ���
���� 2���� 	� �	�����	��� ����	�	�	��$ ��� ����� ��� �&������ ����	����� 	� 
� �	
%�� ������	�����$ %�� ���������� 	�������	� ��������  *�"�# ��� %�� ������ ������
 */�#� *�� ����� �������� � �
���� 	� �	����
�	�� ��������� ��� ��	�� ���������� ���
����� ��� ��� �	� ��� ����	����� 	� ������ ���������� ���	��

*�� %��� �	����
�	� 	� ��� ����� � ��� �����	����� 	� 010� ()" ��� �
�������
'!' �	�
��� �	 ������ ��� �	������� �������� ��	������ 	� ������ ���������� �������
� �	������� ()" �	�
�	� � ��	�	��� ��� �&������ �	 ������� ����	����� ������	�  ���$
�	��	���� ������� ��� ������� ������� �	����$ �	��	���� ������� ��� ������� �	��

���	� �������$ ��� �� �������� �
���� 	� �	��	���� �������#� 3�&�$ ��� �	�����	���
!� �����	��� �	����� ����	��� � ������� ��� ���	��
����� �	 ��������� ����� � �	���
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������� '!' �������
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��$ � ���� !	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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����� *+� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,
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 �	��	����	� ����	���� �	 ��	���� �	� ���	���� � ��

����� !���	��� "! ����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� #��� $����� %�������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

����� ������� "����������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

��& �����	�
 �	� ��	�����
 �	��	����	� ����	���� �	 (����� �	� ���	���� � �)

��&�� !���	��� "! ����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)
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��� #�����	�� �+ �,�- #$% +�� #������ !��������� ���	�� � � � � � � � � � � � ��
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����� �##�#$% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �##�#$% /��� 0	����� "�/�� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

����� �##�#$% /��� ������	� �1( %��������	� � � � � � � � � � � � � � �)

����& (##�#$% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

��� �2.�����	��� 1��������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3

����� �##�#$% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3

����� �##�#$% /��� 0	����� "�/�� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �##�#$% /��� ������	� �1( %��������	� � � � � � � � � � � � � � �&
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��� $
��
% �� �&	���'�	��� �&&����(
) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *�

��� ���	(�
	�� �&	���'�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *#

����� ���&�
+ ����
� 	� ,����� ����
� ����
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����� ��	���'�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *#
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����� ,	�
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��# ���&�)
� �&	���'�	��� ��� ��&�
�
�	�	��� ��% � � � � � � � � � � � � � � *�
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���  ��
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& �������	 ������ � �	���� ���� '���� � 
���� ( �������� ���� ������

)������ ��	 
���� ( ������ *����� $$

.�� ,��-�
 /���)��		
� ��)
���	��� $
�
��
� ,0)	
� � � � � � � � � � � � � � � � *1

.�� $2, ��)
�  $�� 2
�����- �&&����( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1�

.�# �+&
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+ ,�������� --

!�� ,�����0 �� ���	����	���) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 11

!�� 2�)	 �� �������	���) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3�

!�# �	��
 4��5 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3�
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#� $�����
��� �� 	 ��	���	�� ������������ 
���� ��� ���������� 
������	�� %&��
'� 	������� �� 
����	���� ��� ����	�� ���������� (	���	�� ��������� �� ��������	��
����	����)� ��� ������ 
���� �	����� ��� �������	�� ����������� ��������� ���
 ���
�����	����� �� ��� ��� �	���* ����	���  �� 
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��	�	�����

-� $�����
��� �� 	� ���
�.	���� 	��	�� ��� ��� �/����� �	���	�� �
��
���	����
�� ������������ 	�������
��  �� 	��	�� �� ��	�	�����.�� �� 	���
	��� ��
�����
���
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	��� ���� ����� ��������� (�01)� �,�������� ��������� ���

���� �� �	�� 2���
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����� �	�������

��� ������ 	�����
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��� ��� ��	��	�� �������
����� '� ���
��	��� ��
� ��
��� ���������� 
������	�� %& �������� ������� �� ��� �����	���� 	�� ������� 	 ������
�� ���	����	� 
������� ����
�� 	�� ��� �����������
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������ ��	
 ������� ���������� ���������

PAPR =
|x|2peak
x2
RMS

������������ ���� ����� �� ������� �� �� ���� �� �� ���� �������� �� �� ��������
������� �� ��  !" ����� �� �� ��������

C =
|x|peak
xRMS

=
√
PAPR

��� �#������ ���� ���� ��� $%$ �� & �'� � �( (����� "���� ��� !����� �����)
�������� *("!+ ������ ��� � $%$ �� , �'� &( -�.!% �������� ��������� $%$ 
������ ����� ������� ���� , � /�' ��� 0( 12� ������ ���� � $%$ ������ ��� 	3 �'�
2�� ���� $%$ ������������ ������������ �4��� ����� �����5�� �6������ ��� ��������
����7���� ������ %����� ��� �#����� � 	3 �' $%$ ������ � �� �������� ��� 	3 -
������� ������� 8 �� ��� �������� � ��� � ����� �����5�� ���� � ������ �� � � 	33-�

����� �����	�
�

'�� &( ��� 0( �������� ������ �� � �3 !97 �������� ��� � ������������
�������� 2��� ���������� � �� ����)������� -�.!% ������ ��� �3 !9: 12� �������
������������ 2��� �������� ��������� ������ �������� � ������ � ��#���� ��������
�������� ��� �� ������ ������� ��� �� ��#���� �������� �������� ��� �� �� ������
����������

"������ ���� ��� ��� ��� ���� ����� ��������� �������� ����7����� 0( 12�)��������
������� ��������� �� ������� ��������� ����� ��������� ���� ��������� ������� �� ��)

;



������ �� �� � 	�
������ 	����� ����� ����� �� ��� �������� �������	� ����	���� �	��
������ ����� ������� 	���� ��� ������	�� ���� �� � �� � !�� ��"#

"� $��������� 	��������# ��� 	�������� �� %��� ��� ��
� �������� �������	� �����
&� � 
�'
�
 �� ()� 	�
������ 	������ 	�� �� ����������� ��� 
�'
�
 ������
����� ����%��� � "** +,- ��� �

�� $��������� ����	��������# ��� ����	�������� �� %��� ��� ��
� �������� ����
����	� ����� ��������� %�� � ���� ����

�� $��������� ����	��������# ��� ����	�������� �� %��� ��� �.����� ��������
�������	� ����� $� ��� 	���� ��� ���������� 	�

��	���� 	������ ����%���

�� ���	� � 	����� �� /,-�

0�� ���������� 	������ ����%��� ��	�
� ���(	����� ����� ��� ��� ���	� 
��	� ��
������ 	�	�� ����%��� ������
���� ��� �� ����� ���	����� ����� ��� 
�
���� �����
�� ����%��� 
��	� 	������������ ��� ��� �����%�� 	�������� �%� 	���� ��� �����������

"� 1������� �	�����# ��� ���� 	�������� ��� ����	�������� ��������� ����������
�������

�� +�������� �	�����# ��� ����	�������� ��������� ���������� �������

����� ���

2���� )�	��� 
������� �23+� � � (���� �� 
��� ��� �)������� ����� 
��������
������ ������� 23+ 
������� ��� �.����	� ���%��� ��� ���� $45 	����������� )����� ��
� ��
�������� ��
��� )�� ��� )����� �� ��� ���� ��	�)�� ����� 0�� ����� )�	��� 
�������
� ����� �� ��� ���� �� ��� ��%�� �� ��� ����� )�	��� �� ��� ���� 
��� ������ �6+7� ��%��
�� ��� �������	�� $� � ��(��� � �� ��#

EVM(dB) = 10 · log10
(

Perror

Preference

)
%���� Perror � ��� 6+7 ��%�� �� ��� ����� )�	���� &�������)���� � ���	������ 
������ ��
��� 23+ � �)�� ��#

EVM(%) = 100 ·
√

Perror

Preference

8��9� �� ����� ����� 23+ � 
��� ���	�	�� �� 
	��%�)� ��������� ��	���� � �
����
���� �
������ ��� ����� ������ ����
����� ��� ���	�� ������ ������ ������
��� �� ���
�����
 ���������
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 !"# ���$
�%  &� ���$
%'  &� (


)*��& ���� �+���,- ����. ,� ��� ����/�����. ��� 
�� ���������� ����� �� +�)
,���� ,� ���� 
)*��& ���� �0� ��� ��������� ������ ����1� ��� ��/����1 ���,����
/����� �2�� ���������� +������ ��� 
�� ��������� ��+���� �� ��� ����������
������. ��� ��0� �� �� ����� ���� ��� ������ �+���� �� ����� ����

����� ����

&�3����� ������� ���1�4� ���� �&56�� �� -�� ������ ������ �, ��� ������ ����)
������ ��4��� ������-� 7� �� ��8��� �� ��� ���� �, ��� ���������� �9 +�/� �� ��� ����4���
�9 ������� �� ��� +�/� �� ��� ��3����� �������� 7� /�� ��������� �- *��" �:5;�&�
������� �� � �+�������� �, ��� ��4��- ������ ��3����� ������� +�/� ���� �&5!���
&5!� �� � ������ �, ��� ��4�� �, ��4��� �+�����4 ���� ��3����� �������. ������ �- ���)
�������- �� ��� +�/� ��+��8�� 7� �� ��8��� �� ��� +�/� ��������� �� � ��8��� ����/����
�� � ��8��� �<��� ,�� ��� ������� ����� ,������-. ��0���� �- ��� +�/� �� ��� ��8���
����/���� +����� ����� ��� ������� ����� ,������-� ��� ���� /��� ����� ������,- ���
������ �, ��� ����,����� �, ��� ���������� ��4��� /��� ��� ���4��� ��������

:����� ��� ���������� ��4��� �� ���4�� � �����)����. ��� ���������� ����� �++�-
������� ��� ���� ������� �9 ����/���� ��4��� 
)*��& ���� �+���8�� ����. �� ��� �������)
���� �����. /����� �� ���� �44�4���� ���� � ���. ��� &56� +�,������ ������ ��
����� ���� )'$ �=�

��� ����� �	
���� �������� ��� ���������

& ����� ����� +�/� ��+��8� ���� ��� � ��� �������� �� �� ����0� ��0��� �� ��+��,-
�� ��+�� ��4���� & ����� �, ��������� ���/�1� �� ����4��� �� ����4��� ��� ��������
�� � ����������� �����. �� ���������� �� 9�4� ����

9���. ��� �������� �� ������ �� ����0� ���� ,� ��+��8������ +�+����� ��� ������4 ��
+�,���� �- � ��� �, +����0� ���+������ ��� ,��� ��� ������4 ���/�1� ��� ������ �, ���
���� +���� �������� ��� ��+��8� ����� �, �+������� ����. �� ��+�� ��� ���+�� �������4
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������� ��� ������� �� ����� ��� ������ �� ���� �������� �� ��� ���� �� ������
�������� �� ��� ���������� ������������� ���� ������� ������� ������ ���������� ���
�������� �� ��� ���������� �� ��� ���������

 �� ����� �� ������� ���� �� ������ ������� ������� �������� ������ ��� �!�����
�� �������� ���������� �� ��� ����� ��������� �� ����� ������ �������� �� ���� �����
�����"�� �� �#������ � ��� �������� ���"��������

����� �����	�


 �� �$������� ������ �� ����� ��� ����� �� $������ ��� ����� �!����� �� � �����
���������  �� ���� �� �� ��� ����� ����� �!����� %&'() �� ��������� ��� ����� ��
����� ����� �� ��� ����� ���� ��� ������� ���

PAE = 100.
(Pout − Pin)

PDC

%��*)

' ����� �!����� ������� �� ���� �!����� %+() �� ���� ��	

DE = 100.
Pout

PDC

%���)

+������ &���� '�������,� ������� �� �������� ���� ������� �!����� ������������
 ���� ������� ������ � ��� ���� ���� �� ��� ������� �� �$���������� ��� �������� �����
-�������� ������� �� ��������� ��� ������� '� '
� 
� �� -� '� ���� � ���� ��.�
�!����� �� �������� ���� -���� ' ��� ��� ��� �� -���� -� +��� �!����� ��������
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��������� �������� �� ���� ������� ��� ����� ��������� ��������� �������� �� !�
���� �"����� �� ���# ����� ��� ��� �� �$����� ��������� �� ���������� !��#%�& ����
���� �"������ �� ���������!�� �������� '� ���� �� ���� �� ���� �� ����� !��#
�& �� ��� ���� �� ����� �� ����� �"������ ��� ()�����$� ������� ��� ��������� �� ��
���������� ��� ��$����� �� ������ �����*��� ��� �� ���� +������ ,-. -/ -� -012 ���
�����%������ +��$����� ����#��� ,-- -	 -312 ����������� �$� !��� ������� �� �����$�
�"������ �� �� !��#%�& ������ �� ������%!��� ���� (�$���� ����#��� +('2 �������� ���
����� ���� �����!�� ��� ���%��� ��!��� ��$���� ���� �� ������ �������� ��� �����
���� �����!�� ��� !��� ��������� 4���� �� ��$��� ����� ���� +�5'2 ���� �� ��� ����� 
������ ����� �������� ����� �� ��������� �� �)������� �� !�����

� ������ ����� �������� +���2 ������ ���!���� �� ������� �� ��� �� ��������� 
������ ������� ��� ���#��� ��������� ����� �� ��������� ��$����� �� ���� �� ���� ��	�
'� ��������� ��$����� ����� !� � *������%��$������ ������������ ���� �� ��� �*��$�����
������%������� �������� 6� ���� �� ���$������ �� ������� ��$��� ���� � ������� ������ ��
� $������ ������� '� ������� �������� �� !����� �� ����� �4 ��� �� ���#��� ��������
�� !����� �� ����� 7� '� ����� ��$���� ����� �� ����� !������ �� ������� ��� ���#���
��������� '� *������%��$������ ����� +�� �*��$����� �������2 �� �� ����� ��� �� ��
���#��� �������� ���������� ��� �� ����� ���������� !� �� *������%��$������ ����� ��
�� ������ �� �� ������� ���������

'� ����������� ���� �� � ��� �� �� ��� �� ������� �������� �� ���# �� ���# �����
�� ����� � ��)���� �"������ �������� �� ���#��� �������� ����� ��� �� ����������
���#�� '� ������ �������� ���������� �� �����*�� #���� �� ���� ����������� 6�
���� �� ��� ����� �� ���#��� �������� �� �& ��� �� ������� ��� �� ������� �������� ��
���� ���������� ������ �� �������� �$����� ������ �� �� ������ ����� �� ���#���
�������� �� �� ��� !���� � ������� ������ �� �������� ������� ������ ������ ���� ��
����� �������� �� ������� �������� �������� �� �� *������%��$������ !��$�� �� �
$������ ������ ��� �������� $������ ������ �� ����� �� � ������ �� 8����& ���� �������
������ !� �� ������� �������� �� �� ��������� '�� �� ���� ���� �� ������� ��$��� ��
� ���� ��������� ��������� '�� !��$��� ���������� �� ���� ���������� ����� ���
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���� �� ��� �! ��"����

�#$ ��� ����� ��������� ����� ������ ����������� �"�� ��� ����%��% &���� $'
��������� ���� ��	� (� �!��� ��� �! ������ �����"������ �� �) * ��% +) * ��� �������
���� ,) %' ��% 	 %'� �������"����

����� ����� 	
���� ��������

-�� %�"�������� �� ���� ����� ��%����� .&�/0 �����1��� ��� ����"���% �� ��� ���
���� ���� %����� ����� ������ ������� ������� ������� ����� �������%� "���������� ����
�� �� ������������� %������% �� ��� 2������� %������������ $� � ������� ��� ��"�����
��% ����� �� ��� ������ ������� ��� /������� %����������� ��% ��� ����������� %������������
�������"���� -���� %������������ ���� ��"��� ���� ������ �������� ��� �������� ����� �� 
�����%��� ������������ ���������� �������� $������� ����� ����� ��� "��� ����������� ����
������� ��� ������ #$#/ ������������ $ ���% �%�� �� �� ����� ����� ����� �� �����������
��%�� ��� ������ #$#/ ����� ������� � ������� %���������� 3��� � �������� #$#/
��%����� �����1��� �� �� ����� ���� ����� ������� ��� ��������� %���������� ��%
����� %����� ����� ��1�������� �� ��� ������ ���������� &�/ �� � ������ ���� �� �����
��� �������"�� �����������

(� ��� ���������� ��"���� �����1��� ��"� ���� %�"���% ��� ���� ����� ��%����� ��
������ ���% �������� -���� �����1��� �� �� %�"�%�% ���� ��� ���������


� ���������� ���� �����%� .������� ����% ���� ������ &�/ �����1���0� ��� �� �� 
����% ������� 456� ������� �������� ��1���� 4+6� ���� ��7������ ���� �����"������
��% �%��� 48� 	6�
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)%)( ��	����� %���	�� �� ���� ��������� �� � ���� �� ���� 
	� ����������� ��������
�	���	�� 
	� ��������� ������� ��� ����� ��������

*� ��� 
	��	���� �����	��� �� ��	�	�� �� �'���� � ����	��� 
	� ��� ����� 
���	� �����
��	� 	
 �������� ������������� ���������� ������� ��� �� ������ �� +, ������� ����������
�������� ���� �	���	� ������ � ��������������� �������	� ����� ��	 ���� ��� ��	��
	
 �������� �	 ����� �	 ��� ����������	� ������� 	
 ��� ��'����� �������� ���� �	�������
�� ���������� ������� ���������� ������� -����� ��� �������� "#( ��� �� � ��������
���� ��	�	���	��� 	��� �	 ��� ��������� 	
 ��� �	�������� �������� ��� �� �	� ��������
�� ��� 
������� ������� ������� ��� ��������� ���� ���	�� 
	� � ���������� �������� ��
�	������	��� �	����.��� ��� �	��� 	 ������ ���	������ ���� ��������� ��������� "#(
��������� ���� ���� �	 	������ �� ��� ������ ������

/0
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��� ������	
�� � ���� ��� �� ������� �

��
���� ��
�

	���

��� ��������� ��������� �� ��� ������� �� ��������� ���� �� �������� ��� �� ������
�� ����� ����� � ��� �� ��������� �������� �� �������� ���� �� ������� � ��������
������� �� ������  ������� ��������� ������ ���� �� ������ x(t)� � �� �� ��� ����� ��
���� ��	� ��� �� ��������� ��

x(t) = x1(t) + x2(t)

= Re
(
x̃1(t)e

(jω1t) + x̃2(t)e
(jω2t)

)
����� x1(t) ��� x2(t) ��� �� ����� ���� ������� �� ���� ����� x̃1(t) ��� x̃2(t) ����� ��
�������� ��������� �� x1(t) ��� x2(t) ������ �� ������� ����������� ω1 ��� ω2� ������!
������ "�� ������� ��������� ������ ��� �� ���������� �� � ��������� ������ ��� ��
������� ������� ��������� ((ω1 + ω2)/2) �� ����� ��


x(t) = Re

(
x̃(t) · e

(
j
(ω1+ω2)

2
t
))

= Re

((
x̃1(t)e

(
j
(ω1−ω2)

2
t
)
+ x̃2(t)e

(
j
(ω2−ω1)

2
t
))

e

(
j
(ω1+ω2)

2
t
))

#��	$

����� x̃(t) �� �� �������� �������� �� �� ������� ��������� ������ ����� ��

x̃(t) = x̃1(t)e

(
j
(ω1−ω2)

2
t
)
+ x̃2(t)e

(
j
(ω2−ω1)

2
t
)
.

x(t) ��� �� �����%�� ����� � ����!���� �� ��������� & ������ �� �� ������!����

'	
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�	 �������
�� �� �
� ���	 ������ �	����� ��	 ��	�
�!� ��	 ������� ��������"��������� ������	�
��# 
	������	 �� �	 ����	� 
� x̃(t)� $� ���� ��	 
�	 ��# �����	 ����� �	  �����	�
����
 �����	���
��
 %&$&'( ���
 
�
 ����	��	�  ����
��	� )	����� �* x̃(t) ����� �� ����	�

  *�	��	��! f

′
s� ��	�	 f

′
s ≥ 2 · (S + max(B1/2, B2/2)), �� & � B1 �� B2 �	��	�	�



�	 *�	��	��! ������ �� 
�	 ������
�� �* 
�	 
�� ������ �	��	�
�)	�!� ��	 ����
��	�
��	��� ����� x̃(n′) �� 
�	� �	 	+��	��	� � *������,

x̃(n′) = x̃1(n
′
)e

(
j
(ω1−ω2)

2
n
′

f
′
s

)
+ x̃2(n

′
)e

(
j
(ω2−ω1)

2
n
′

f
′
s

)
.

��� �������	
 ��	��� S �� �������
 ������	���
 ������ ��� ��� ��������� �� x1(t)
�� x2(t)� ���� B1 �� B2� ����	���
 �� ��� 	�� �� ��������� ��������� �	������� ���	��
f

′
s ����� ���� �� �� 	���������
 ����� ��� fs1 �� fs2� ������ �� �������� x̃1(t) �� x̃2(t)�
�����	�����
 �fs1 ≥ 2 · B1� fs2 ≥ 2 · B2�� �� � � !���� ���!�  	����� ��������
����� �� 	�!����� ��  15 MHz "#$%� ����� ����� 2.1 GHz ��  10 MHz &�'
����� 	������� �� 2.4 GHz� ��� !���!�! ��������	� �!����� ��� f

′
s !��� ���������

�� ������ ��� 610Msps� ���� �!����� ��� �� ������	���
 ������ ��� ��� ��� ������
�� ��������� ��� "#$%� �� &�' ������ ���!������� ��� ����	� ����	���� �� ���
()(* 	�������+��������� �� x̃(n′) �� ���� ���� �� �!��
  ���� �� ����	��	� �!�����
���� �� ������ ���� ��!�������  ��� ��������� ���������� �$)$*� �������� #,-
��	������ ������� ��� 	����� �������� ������ ���� ��� ���� ���� ��� �� �������	�� ��
��� ��������� ��	�����

��� ������	
 �� �	������	�

��� 	����	� 	�������+��������� !����� 	������� �� !��������� ��� ����������� !�
������� �� ��� ����� ��������� �� ��!����� �� ��  ������ ��������� �� ����� ��� �������
#,� � ����� �� ,��� .�/��� �� 	� �� ����� �� ������� �� ��� 	������� �� �������� !���
����� ��� ()(* #,- ��	����� � ����!�����  ������ ���	���������  ������!���� �� 
�����	��������� �� ���� ��	������ ��  �������� ��������� ������ ����������� �� ��� ��
��� ���	���! �������� �� ����	��� )� ����� �� !��� ��� !�0 �������!��� �� ���!� ��
�#&-� ��� 	������ ����� ����� �� �� �������� ��� 	������� ��������� �� ��� �� ��� ��� #,
�� ����	�� ����� �����	���� ��� '1% �� �#&- ���	��	������ ��� ���� �!����� ���
�������!��� ���	���� ���� ��� 	���������� 	������� �� ��������� ����	� !0�� ����
�������� ��������!� �� ��� 	���� � �� ��������� 	����� �������� �������

//
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 ��������� ��� ��� �������� ��� ����� ������ �������� ��������

����� �������

� ��� �� �������� ���� �� ��������! ���� � ���� ��	���! � ���" ����#���� �$%�
�� ������� �� �#������ �� ��#���� ��� ���������� �#������� �� ��� ������� ����������
����� ���� ��� ������� ������ �� ��� ��� �������� �� � &��� ���� �� ��� �� ��������
�����! ��� ������� �� ��� ������� ���������� ����� �'������� ���� � ��( �� �� ��������
�� �������


x̃(t) = |x̃1(t)|ej(
ω1−ω2

2
t+ϕ1(t)) + |x̃2(t)|ej(

ω2−ω1
2

t+ϕ2(t)) ���	�

����� ϕ1(t) �� ϕ2(t) ��� ��� ���������� ����� �� x̃1(t) �� x̃2(t)! �����������)� *��
���#�

(
ω1−ω2

2
t
)
��

(
ω2−ω1

2
t
)
�#��) ��������� ����� ��+����� ������ x̃1(t) �� x̃2(t)!

����� ������ �� #��� ������ ����� ��� ϕ1(t) �� ϕ2(t)� � ����! ��� ��� ���#� � ���
����� ���� �� ��	 �� �� �,����� �� � ���� ����� t0 ������ ���� ������� �������� ������

��������)! ���� ej(
ω1−ω2

2
t0+ϕ1(t0)) = ej(

ω2−ω1
2

t0+ϕ2(t0)) = e(jϕ0(t0))� -� ����� t0! ��� �������
���������� ����� ������� �� ���� �)

x̃(t0) = (|x̃1(t0)|+ |x̃2(t0)|) e(jϕ0(t0)).

.���! ��� ������� ���������� ������� )����� � ���������� ���� ����������� �������
��� �� ��� ��� ��������/ �������� ��� ��� �� �����! ���� |x̃(t0)| = (|x̃1(t0)|+ |x̃2(t0)|)� *��
������� �� ��� ������� ���������� ����� �� ��������� ���� �)

PE (x̃(t)) ∼= |x̃1(t)|+ |x̃2(t)| �����

0��� ���� ��� ��������� ��������) �� ��#���' �#���� ������ ���� ��� $% ���� ����
���� �'���� ��� ���� ����� �� ��� ����,��� ������� |x̃(t)|�

	�



|x̃(t)|2 =
∣∣∣∣∣x̃1(t)e

(
j
(ω1−ω2)

2
t
)
+ x̃2(t)e

(
j
(ω2−ω1)

2
t
)∣∣∣∣∣

� (|x̃1(t)|+ |x̃2(t)|)2
= (PE (x̃(t)))2

�� ����� ���	
� ��� �������� ����������� ��
���
 ��� ��� �����
�	 ������� �
�	
�� ��� �����
�	 �� ���� ���
 �������  
���� ������ ��� ������	 ����� ��� �����
�	
	��� ����
 �� �� �� !"���"�"# ��� � ���� �� �� ��� ���� $��%���&� 
�&��� ������� ��� ���
&�����
 $������ ��� &����� �������	 
����� ��� ��� &�������� &����� �� �����
� x̃1(t)
�	 x̃2(t)� ���� ���
  �&������� &������ �	 ��&�  ������ ������	� �  �� ��
��
���� t0� 	�
���� ����� ���������� ��	�� ��
�
� ���
 ��� �
 ��� ��� �� &������

��� ����� ����	 �$ ��� 	�����	 �� ����� |x̃(t)| �	 �
 ��� 	 ���� �$ ��%������  ���

������ ����

�
  ��
���� ��� �� �$ ��� &����� �������	 
���� &� �� �
�����	 �� ����������
��� ������	� �$ ��� ��� &�����
' �
���	 
����
� ������������ "�" 
����
�
 ��� ���
�� ����� �$ x̃(t) &� �� ������	 �
��� ��� �� �����
 �$ x̃1(t) �	 x̃2(t) 
����	 �  ���
fs = max (fs1, fs2)�

PE (x̃(n)) ∼= (|x̃1(n)|+ |x̃2(n)|) .

��� ����
������ �����
�� ��� 
��� � �
 ���� &������	 �	 ��� ��
������ 
���� �

���(�	� �&&��	��� �� ���� "�"� ��� 
������� �$ ��� ��� ������	�
 �$ ��� ��� 
����

��� �	�	  ���	 �
����� �$ ��� &����� �������	 
����'
 �� ������

)� �� � ������� &������� ����
���	� �� �	  &����� ������� 
���� ��* �
�����
�$ S(n)� S(n) = |x̃1(n)|+ |x̃2(n)|� ����� x̃1(n) �	 x̃2(n) �� ��� �� �����
 �$ ��� ��� ��
�
 ��� &� �� ����������	 �� 
����&���� (S(n) − C)/2 $��� ��� ��� ��
� 
 �� �� ��
"�+�

If S(n) = |x̃1(n)|+ |x̃2(n)| > C

⇒
{
|x̃1�clipped(n)| = |x̃1(n)| − (S(n)− C)/2

|x̃2�clipped(n)| = |x̃2(n)| − (S(n)− C)/2

!"�+#

��� ��� �$ "�+ �
 ��$����&�	 ����$��� 
 ������� ���� �%�� ��* ��	�&���� �����	
�� ���� ��
� �������� ���� ��� ��� ��
 &� �� &�����	 ������������� �� ����� &�����������
�� ��� ��* �
������ S(n)� 
 �� �� �� "�,�

�+
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If |x̃1(n)|+ |x̃2(n)| > C

⇒
{
|x̃1�clipped(n)| = |x̃1(n)|

(|x̃1(n)|+|x̃2(n)|)C

|x̃2�clipped(n)| = |x̃2(n)|
(|x̃1(n)|+|x̃2(n)|)C

�����

��� ��� �� ��� �� ���������� ��������� �� ������� ���� ����������� ��� ���������
!������

����� ������� �	
� ������ ����� ������

��� ������� ����� �� ���� �� �� � ��� �� ���������� ����� ��� "� �����#����$
��%����� �� ����� �� ����!!����� ��� ����� �� ��&����!����� '� ���� � ����( ��� ����
��� �� ��) �� ��� �� "� �����&���� �� ��� *
 !��� �������� ��� ������� ����� ��%������
"������ ��� ��� "����� �� ������ ���� �� ���&���� ������� ������ �� ������ �� ���� ��
��� ���+ ��������( ��� ������� �� ��) �� ��� ����� "� ������ �� ��� ����� �������
������( G1 · |x̃1(n)| ��� G1 · |x̃1(n)|� ��� ������ ������� ��� �,������� �� �����	

G1 =
√

P1

mean(|x̃1(n)|2/100) ; G2 =
√

P2

mean(|x̃2(n)|2/100)

����� P1 ��� P2 ��������� ��� ������� ����� ���� �� ��� ��� ���� ��� *
 �� ���
������� ���������� ����� ��� ��� ������� ���� ���&�� ����� ���� ��� "� �!��!�����
�� �����	

��



If (G1 · |x̃1(n)|+G2 · |x̃2(n)|) > C

⇒
{
|x̃1�clipped(n)| = G1·|x̃1(n)|

(G1·|x̃1(n)|+G2·|x̃2(n)|)C

|x̃2�clipped(n)| = G2·|x̃2(n)|
(G1·|x̃1(n)|+G2·|x̃2(n)|)C

�����

���	 �
�� � �
	 ���	 �� 	���� ���	� �	�	�� ��� �
	 ��� ����� ��� ����� �	 �������	�
�� ����

����� ������� �	
� �	����
 ��� ����	�����
�

� ���	 �����	� ����	����� ��	������ �� 	�	� !!� ��" 
��	 �� 	�	� ���������
��
	�	� �
�� �����	 �� 	�	� #$% �	����	�	��� &	 	'����	 �� � �����	� ����	���	�
����� ����	� �" � ���������	 �
��	 �
��� (	"�� �)*+,� ����� �� � �- ���������	
��������	 �������	� ��- ).%� ������ .� �	� /01� �
	 ��'���� ���	����	 #$% ���������
�� 02�� 3 ��� �
	 ����	� ����� �� 43 ��� �
	 ����	�� 5
	 6!!7!89 ������� � ��- �����	�
�
	 ���	 �	�( �	������ ������ �� ���
 !!�� �
	�	�� �
	 6!!7!89 ������� � ��� ��	�
�� ����� �� �
	 ������: #$% �	����	�	�� ��� �� �
	�� ���������� �� �
	 ����	���	�
�	�(� ;	�	� � ���
 �	�
��� ��- �� ���� �
	 ������� ����� �� �����	� �" �
	 ���	�
#$% ���� �4 3 � �
�� 	'����	�� . �	��	� �������
 �� �� 	'����� �
	 	'��� #$% �����
� 	�	� �" �
	 �����	� ��������� ��
	�	 �
����
 �	���� �	�( �	������ �������� �� ���	
�" ��2�

If S(n) = |x̃1(n)|+ |x̃2(n)| > C

⇒
{
|x̃1�clipped(n)| = |x̃1(n)| − α1 · (S(n)− C)/2

|x̃2�clipped(n)| = |x̃2(n)| − α2 · (S(n)− C)/2

���2�

� ��2� α1 �� α2 ��	 �
	 ��� �	�( �	������ ������� �
��
 ������" �
	 ������� α1+α2 =
1� ���	 �
�� � ��2� �
	 ���������� �� �
	 �	�( �	���	� 	�	���	�� x̃1�clipped(n) ��
x̃2�clipped(n) �����	� ���
 α1 �� α2� 
��	�	�� �
	 *# �	���� �
	 ���	 �� � ���� � ��
	�
����� α1 �� α2 ��	 �� 		�	� ��� �
	 �	�( 	��������� 5
	 ����	� �� α1 �� α2 ��	
<����" ����	� ���� �
	 ��� #$% �	����	�	�� ��	 �	��

����� �������

. �����	� ����	���	� ����� ��	� �����7���� �� ���	 �"=

x(t) =
N∑
i=1

xi(t) = Re

(
N∑
i=1

x̃i(t)e
(jωit)

)
,
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����� N �� ��� �	
��� � ������� ���������� ������ x(t) �� ��� ������� ���������� �������
xi(t) �� ��� 
���� 
��� ������� �� ��� ith ����� x̃i(t) ������� ��� �������� ��������� �
xi(t) ���	�� ��� ���	��� ���	���� ωi�

�� ����� �� ���� ��� ������ x(t) 	���� ��� ������������ ���� �� ���	�� �� 
������ ��
��� ������� ������ ���	�� � ������� ���	��� ���	���� ω0 ����� �� 
����� ����� � ��� ���
������	
 �����
��

ω0 =
1

2
(max (ωi , i = 1 · · ·N) +min (ωi , i = 1 · · ·N))

�� ���� ����� ��
����� ���� � ��� ������ ���	�� ��

f
′
s ≥ 2 ·

(
S +max

(Bi

2

))
����� f

′
s �� ��� ���	���� ��
����� ���� �� ��� 
���� �������

S =
1

2 · π
(
max

(
ωi, i = 1 · · ·N)−min

(
ωi, i = 1 · · ·N))

��� Bi �� ��� ��������� � ������ x̃i(t)� �������������� 	���� ��
���� ���� �� ������� ����
�� ��� �� ����� �����

envelop

(
N∑
i=1

x̃i(t)e
(jωit)

)
∼= |

N∑
i=1

x̃i(t)|.

�� � ���	��� ��� �� � ��� ������� ���������� ������ ��� �� ����
���� �� 
��������� ���

�����	�� � ��� �� ����� ��������! �������� �������� "�� �������� � x̃(t) ��� �� ��������
	���� ��� ��������� � x̃i(t) ��
���� �� � ����

f s = max

(
fsi =

1

Bi

; i = 1..N

)
,

����� Bi �� ��� ��������� � ������
∣∣∣x̃i(t)

∣∣∣� #����� ����� �� ��������� �������� ���������

C� ��� ��$ � ������� ���������� ������ ��� �� �������� �� �������� ���� ������� ��������
������ �� ������%

{
∀k ∈ {1..N}, If

∑N
i=1 x̃i(t) > C

|x̃k�clipped(n)| = |x̃k(n)|∑N
i=1 x̃i(t)

C
&��'(

��� ��� ���� � ���)���� ������� ��� ���)��$ �� �
���
����� �� ��� ��*
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If (|x̃1(n)|+ |x̃2(n)|+ |x̃3(n)|) > C

⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
|x̃1�clipped(n)| = |x̃1(n)|

(|x̃1(n)|+|x̃2(n)|+|x̃3(n)|)C

|x̃2�clipped(n)| = |x̃2(n)|
(|x̃1(n)|+|x̃2(n)|+|x̃3(n)|)C

|x̃2�clipped(n)| = |x̃3(n)|
(|x̃1(n)|+|x̃2(n)|+|x̃3(n)|)C

�����
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�� ��������


�� �	
� ���
�� �	� ���������� �� �	� �������� ��� ��	�
���� ��� �������� ��� ���
����� �� �	� ������
���� ���� ��� ���� �	��� �
��
� �����
�� ��� ��������� 
� �	�
�����!
� ��"����
����

����� �������

#� 
�����"��� ���
�� �  �� ���� �
 ��� !�� �$��	��
%��& ������� �� � 10 MHz '�
(�)*# �
 ��� ��� � +, *-% .�/ �
 ���& ��������� "$ 300MHz� 0��	 �	� '������ ���
�	� ������
���� ��� ������	�� !��� ����
�� �� �	� �$��	��
%�� ���
�� �  �� ���� �
 ����
�	� ���� ��� ��	�
��� !�� ���
�� ��� �� � �����
� ���� ����� �� f

′
s = 610Msps� 1�2�&

�	� '������ ��	�
��� !�� ����
�� �� �	� �!� �������� "���"��� ��������� ��� !��
��������� �� � �����
� ���� ����� �� fs = 92.16Msps� /3* ���������� �� �	� �!�
������	�� ��� ��� ���� 4#4� 
� �	�!� 
� �
 � ��5 ��� ������� �� ��!�	 ��� �� �	�
����
���� �
��
� ������
�� 
� �	�!� 
� �
 � ��,�

8.5 9 9.5 10
0

1

2

3

4

5

6

7

PAPR (dB)

E
V

M
 (%

)

CC1 w/ conventional CFR
CC2 w/ conventional CFR
CC1 w/ 2CC−CFR
CC2 w/ 2CC−CFR

�
 ��� ��56 /3* �� '������ ������ ������
���� ��� �� �77 *-% �����"��� �
 ���

'8



����� ���	 
�
� �� ��� �� ������� �� ���� ������� ������ � �������  �!" �#���

�� �� ��$���

������ ���	 
�� ��� 
� ���	 
���

�������� ������

�� ����� � ���� � �� ! "#

�$��% � ���� �  �� ! "%

&�'()'��* ����'��+'� �!�%

���,,'� ������

�� ����� � ���� � �� !�" -#

�$��% � ���� �  �� !�# %!

&�'()'��* ����'��+'�  

���,,'� . /�+'�'� ������

�� ����� � ���� � �� ��0 "#

�$��% � ���� �  �� ��0 "%

&�'()'��* ����'��+'�  ��

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−100

−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

Normalized Frequency  (×π rad/sample)

P
ow

er
 (d

B
m

/H
z)

2CC−CFR
(after filtering)

Conventional CFR

2CC−CFR
(before filtering)

������ ��%	 &�'���!�� ����!��' �� ������� $����� ��$�!���� ��� �� �(( �)* �����

��� �����

�+



�� ����� �� ����	� �
� ��� �� ��� �������� �������
 ��������� �� �
� ������� ����
���	� �� ���� ����� �
� � ����� ����� �� ! ����� �� ������ " #���� " ! ������$���������
������� %&'� �� ������ ���� � �� ��	�� " �
�  ��# ���	� �� ���� ���� �� �� ����� �
�� �
�
! ������ ���� � �� ��� ��� ��� �� �
� (�() ��� ��� �� ��� ���� ����������� �� �*� �����
 ����� +� � ��, �������-�� �
� ������� ����� �
������������� ��� �
� ���� �� �� �
� ����
��� ���
 ��� ���
��� ! ������� +
� ./.� �� �
� ������� ���0����" ���������� ����� ��
��������� ���� ,1�� �2 �� 3 �2 ���
 ������ 1�&4 567 ���������� ��� ,� �� �1 �2 ��������
�������
� +
� � ������$��������� ���������� ��� �� �
� ����	� �� �
� �������� �������

�� �
� ���� �� ���������� �
� 567 �� ,�� 4� �
��
 �� ���  ������� � " ��8����� ���� �����
��
���� %,'�

+� � ���9 ./.� ��� 567 �� ������� ��� .��# ������� (���� � � ������� ���
 �0�� 
�����  �	� �

������ ���	 
�� ��� 
� ���	 
���

�������� ������

�� ����� � ���� � �� ! "#

�$��% � ���� �  �� ! "%

&�'()'��* ����'��+'� �!�%

���,,'� ������

�� ����� � ���� � �� !� -%

�$��% � ���� �  �� ��� -#

&�'()'��* ����'��+'�  

���,,'� . /�+'�'� ������

�� ����� � ���� � �� ��0 "#

�$��% � ���� �  �� ��- "%

&�'()'��* ����'��+'�  ��

���������� �
� (�() ��� ������������ �� �������� �� ��� 
��
 ���� ��� ����� �� ��
�
��� �� ���� ��: ��� ���� ��� �
�� 567 ��� �������� �������
 �� �����!���� " ���� �
��
�������� �� �
� ������� ���� � �� 	� ��� ���	���� �� ����� �� �*� ��� �
� ������� �
�
��� ����� � ���������� ��  ������ �� ;1 7<- ��� �
� ���� ��� "��� �� ��������� +
� 567
����������� �� �
� ��� �������
�� 	�� �������� ./.� �� �
��� �� ���� ��; ��� ��������
�������
 ��� �� �
� ��� ����� � ������ ��������� �� �
��� �� ���� ��& ��� �
� ������� �
� ������ � ����� ��� ! ����� ����� � �
������������� ��� �
��� �� +� � ���� / �
���

�
� ���� �� ��� ������� � ���
 �
� 
��
 ���0����" ���������� ����� �
� �������� � �� ��
�
� (�() ��� ����� �� ���� ��& � �� ���	�� ��	�� � �
� �*������� �� ���������� �����
���������� ���������� ��� �� �
� ��� ����� � ������ ��������� ������ �� �
� ��� ����� �
���� ������� "� �� �#� �
� ������� ���� �
��� ���
 ����� �� � ����� �������� "� <�����
�
� (�() ���
��0�� �� ���� ����� �� �������� ���� ����������� ��
 ������ ��� ��� ��
����

�1



8.5 9 9.5 10
0

1

2

3

4

5

6

7

PAPR (dB)

E
V

M
 (%

)

CC1 w/ conventional CFR
CC2 w/ conventional CFR
CC1 w/ 2CC−CFR
CC2 w/ 2CC−CFR

������ ��	
 �� �� ������� ������ ������������ ��� �� � 	� �� ��������� ������

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−100

−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

Normalized Frequency  (×π rad/sample)

P
ow

er
 (d

B
m

/H
z)

Conventional CFR 
(Showing Inter−modulation 

distortion components)

2CC−CFR
(before filtering)2CC−CFR

(after filtering)

������ �� 
 !�"������ �#�����" �� ������� ������ ������������ ��� �� � 	� �� �����

���� ������

�$



����� ������� �	
� ������ ����� ������

� ���� �����	 
������ �� ��� ���� ��� 
����� �� ��� ������� ������
���� �� ������
�� ���� �
������� �������� �� ���� 
���� ��� ��� �� �����	� ���� �������� ������	 �������
����� ���� ��
��� ���� ������� ���� ��� ��� �� �� �� � ������ ���� ��� !��� ��"�  ���
��� #����$% �� &�' ��� 
������� ���� ������	 ���� 	���	�� ��� ��� 
����������	 �$%
����
�� ���� �	��� �� ��� �(������)�� 
������ ���������� �����	� *�� 
����������	
�$% ��
������ ��� 
������ ��� �� � ���	��� ���� ����	 �� f ′

s = 610Msps� +�,�� ���
������ �$% ��
������ ��� �	��� �� ��� ��� ������� ��� ��� ��� �������� �� �
���	��� ���� ����	 �� fs = 92.16Msps� *�� 
	����-��������� ���������� �	��� ��
��� ������ #����$% ����	�� ��� ������	 �� ��� ��
���� �������� ���������� �( ���
���	����� 
	���� �������� �� ��� �������� �$� ./0 ��������
� �� ��� ��� ����
���
������ ��� �������� �$ �� ����� �� $��� &�1 ��� ��
���� �������� ��� �� ��� ���	�����

	���� �������� �� ����� �� $��� &�2�

*��	� &�& �������)�� ��� �������	 �����	 
����
�������
� ��� ��� ����	�� �� ��� �$% ����
��� ������� !	������� *�� �$ �� ��� �������	 �������
( ���������� �����	 ��� ��
������
���� 2�2 � �� 3�2 � ���� ������ ��3 4 ��� #�3 4 ./0 ����������� ��� �5� � 
 ��� �55
� 
 ��6% ��� ��� !��� ��� ��
��� ������ ����
����	(� 7� ��� ����� ���� ��� ��
��� ����
��� �	����	( ���� ��������� ���� ��� !��� ���� �� 4 ������ ./0 ��� 5 � ������ ��6%"�
�������� �� ��� 
��� �� ��� 
����������	 �$%� ����� �� $��� &�2� ��� !��� �� ��� ������	(
��������� �� 
������ �� ��� ��
��� �� ���� #� 4 ���� ./0 ���������� ��� �� � ����
��6% ���������� ���5 � 
 ��� �#5 � 
 ��6% ��� ���� � ��� ���� #� ����
����	("�

*��	� &�&8 9�9% ��� ./0 �� �������	 ��� ��: ����
�� �����	� � 
������� ���� ������	
���� 	���	�

������ ���	 
�� ��� 
� ���	 
���

�������� ������

�� ����� � ���� � �� ! "#$

�%��& � ���� �  �� ! "#&

'�()*(��+ ����(��,(�  � 

���--(� ������

�� ����� � ���� � �� ��� "&!

�%��& � ���� �  �� ��� "&&

'�()*(��+ ����(��,(� �� 

���--(� . /�,(�(� ������

�� ����� � ���� � �� ��$ "#$

�%��& � ���� �  �� ��$ "#&

'�()*(��+ ����(��,(� $

&#



7.5 8 8.5 9
0

5

10

15

20

25

30

35

PAPR (dB)

E
V

M
 (%

)

CC1 w/ conventional CFR
CC2 w/ conventional CFR
CC1 w/ 2CC−CFR w/ unequal power
CC2 w/ 2CC−CFR w/ unequal power

������ ��	
 �� �� ��� ������� � �������� ���� ������� ����� ������ ������ ������������

���

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−100

−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

Normalized Frequency  (×π rad/sample)

P
ow

er
 (d

B
m

/H
z)

10dB power offset

2CC−CFR
w/ unequal power 
(before filtering)2CC−CFR

w/ unequal power
(after filtering)

Conventional CFR

������ �� 
 !�"�����# �������" �� ��� ������� � �������� ���� ������� ����� ������

������ ������������ ���

��



����� ������� �	
� �	����
 ��� ����	�����
�

� ������� ���������	 
����� ���
�	 � � �� ��� ��� �� ��� 
����� ��	 � ��
��� ��� ���� 
������ 
�������	  ! "## ��� $�
 
!��%�
���	& �%� �'� 
����(�����
�� �%� �� ��� 
����� $�
 )* ��	 �� �%� ���� 
����� $�
 �+&�*& ,�% �%� -./ ��
�������
 $��% �01�� �'� ��01�������
 � "&�� ��	 �%� -./ �� �������
 $��% 	�2����� �'�
��01�������
 � "&+� $��� ������	 � �%� 
!��%�
���	 ������� ���������	 
�����& ,�% 3--4
-./ ���%��01�
 $��� ������	 � �%� �$ 
������� --
 ��	 $��� �������	 �� � 
�������
���� �01�� � fs = 92.16Msps& 5� ����� � ��������6$��	$��� ��������
 $��� ������	
� ��� �� �%� ���7�� � �%� 
�����1� ����$�% �����	���	  ! �%� �������� ��������
������� �� �%� �������	 -.& �'� ���������� � �%� �$ ������%�
 7��
1
 �������	
-. �
 
%$� �� .��& "&�# ��	 
�����1� ����$�% 	1� � �%� �������� �������� �������
�
 
%$� �� .��& "&��&

�� �� "&� 
1�������
 �%� �������� ���8 ��	1��	 ��	 (�����	 
����� �%��������
���
 �
�%� ���
�	 -./ �� --
 $��% 	�2����� �'� ��01�������
& �%� -. � �%� �������
���01���! ���������	 
����� $�
 	�����
�	 ��� ��&) 	, � 9&#� 	, $��% ��1�	 �&� * ��	
"&3 * �'� 	�
����� �� �%� (�
� ��	 
���	  ��	
� ��
�����7��!� ��	 4�+ 	,� �-�/ ��
�%� �$ --
& 5� �
 
%$� �%�� �%�� �%� ���� 
����� $�
 ��� 	�
����	 �%�� �%� �� ���

����� :3 * %��%�� �'� ��	 + 	, %��%�� �-�/  ���� (�������;& �$�7��� �� �%� ��
�
� �%� 3--4-./ � "&� $��% �01�� �'� ��01�������
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y(t) =
NL∑
p=1

ˆ ∞

−∞
· · ·
ˆ ∞

−∞
hp

(
τ1, · · · , τp

) · p∏
j=1

x(t− τj)dτ. �����

�� ���� ������ x(t) �� y(t) �������� ��� ����� �� ������ �� ���  �� ������
�����������!� �� hp ������� ��� "������ ������# $������� %�� ������ ��������� �& ��� '()
������! �� ��� �������� ����� �� ������ ������# ��������� !����� ��� �*�������� ��� �����
�� �������! ���� &�� �� (+  ������� ���������

ỹ(n) =
NL∑

p=1;p=p+2

M∑
i1=0

· · ·
M∑

i p+1
2

=i p−1
2

·
M∑

i p+1
2

=0

· · ·
M∑

ip=ip−1

h̃i1,··· ,ip ·
p+1
2∏

j=1

x̃(n− ij) ·
p∏

j= p+3
2

x̃∗(n− ij).
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�� ���� x̃(n) �� ỹ(n) �������� ��� ����� �� ������ ������# ��������� ����� ���

������� ���� n� NL� M �� h̃ ������������ ��� ����� ����*� ��� ����������! ������ ���
�����! ����� �� ��� '() ������* "������ $������ �����������!�

%�� '() "������ ����� �& ��� ��  ��� ���� �*��������! �� �� �������� %�� ����� ��
 ��� ������ �� ������� ��������� ������ �� �������� ������������ �!���� �������� ��
��������� ,-�.� �������� ������������ ,-/.� ������ ����������� ������ �����0���� ,-1.�
����������� �������� �23+ �!���� �����0���� ,-4.� ��!��� �� ���������� �& ���
�����5������ �����&������ �� �������� 6�23 �!����� ,-7.� �������� &��� �$ �����0����
,-8.� �������� �!���� �� ������� ��!��� ,�9.� �� ������������� ,�	.� (+ �������� ,�-�
��� ��.� �� 2(2 ,�/� �1� �4.� +������� ������������! ���� �:����� ��� ��� ���
 �� ����������� ��� '() "������ ������ �� ��� ������� &��� ��� ����� ��;��� &���  ����
��� �� �& $������� +� ����� ������� ���� ���������� ��  ��� ��� $�! ��������� �� ���
��������� ������� &�� �� (+  ������� �������� �� �������������� "����� �������
,	1� -	� -9. ���  ��� ��� �� ������ ��� ��� �� �& $������ �������� ������ <����������
=������ (����� <���������� (����� =������ 22�  ��� (����� "������ �������  ��
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��� x̃(t− Ts)�� 	
�� �� ���� �������	��� �� ��� %�'�

ỹ(n) =
1∑

i1=0

h̃i1x̃(n− i1) +
1∑

i1=0

1∑
i2=0

1∑
i3=0

h̃i1x̃(n− i1)x̃(n− i2)x̃
∗(n− i3)

= h̃0x̃(n) + h̃1x̃(n− 1) + h̃0,0,0x̃(n)x̃(n)x̃
∗(n) + h̃0,0,1x̃(n)x̃(n)x̃

∗(n− 1)

+ h̃0,1,0x̃(n)x̃(n− 1)x̃∗(n) + h̃0,1,1x̃(n)x̃(n− 1)x̃∗(n− 1)

+ h̃1,1,0x̃(n− 1)x̃(n− 1)x̃∗(n) + h̃1,1,1x̃(n− 1)x̃(n− 1)x̃∗(n− 1). �%�'�
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y(t) =
NL∑
p=1

ˆ ∞

−∞
· · ·
ˆ ∞

−∞
hp

(
τ1, · · · , τp

) · p∏
j=1

x(t− τj)dτ. �%�0�

	���� x(t) ��� y(t) ��������� ��� ") 
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�� �������� ������ ��� ���
�� ������� ������� ωc �� �����	�/

x(t) = Re
{
x̃(t)ejωct

}
=

1

2

(
x̃∗(t)e−jωct + x̃(t)ejωct

)
, �%�1�

%2
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�� ���� x̃(t) �������� ��� ������� ������� �������� ����� ���� �������� ��� �������
��������� ωc�  ���������� ��� ���� ��! ����� �� �������� �������� ��� ������ ����� y(t)
�� x̃(t) ��� ωc � �����"


y(t) = f
(
x̃(t), e±jpωct

)
; p ∈

{
1, .., NL

}
, #��$%

"���� ��� ��������� �������� � � ��� �� �������� ��� ���� ������ &������� ���� �� ��!�
 ���� ��� ������ ����� y(t) �� ��$ �� ���� ������� �� ��� ����������� �� � ���������
�������� �� � ����'������� (� ������ �� ��" ������� ������ ������� ��������� ����
������� �������� ��������� ���������� �� ỹp(t)� )�� ������� ��������� �������� ���
������ ������� �� ωc � �����"


y(t) =

p=NL∑
p=−NL

1

2

(
ỹ∗p(t)e

−jpωct + ỹp(t)e
jpωct

)
=

1

2

(
ỹ∗0(t)e

−j0ωct + ỹ0(t)e
j0ωct

)
+

1

2

(
ỹ∗1(t)e

−j1ωct + ỹ1(t)e
j1ωct

)
+

1

2

(
ỹ∗2(t)e

−j2ωct + ỹ2(t)e
j2ωct

)
�	



���

+
1

2

(
ỹ∗NL(t)e

−jNLωct + ỹNL(t)e
jNLωct

)
, �����

���	� ỹ0(t) 
����� �� �������� � ��� ỹ1(t) 
����� �� ��������� �� �� �	� �	
�	 ���
���
 �������� ỹ2(t) 
����� �� ��������� �� �� �����
 �	
�	 ��	����� ������� ��
 ỹNL(t)
	��	����� �� NLth �	
�	 ��	������ �������

���� �� ��	�
��������� �� �������� ��	� ���������
��

�� � !���� �� �	�� �� ���	� �� ���� �	� !���� 	���� ��!�
������� ��"��� �	�
�
!�� �	�� �� 	��� ��
�� �� ��# ��
 ���� � �!����	� !���� ��
�� �� 
�	���
 ����� �������
�� ����	�� 
����� � !����� 	������ �� �!�! ��������� ỹp(t) � x̃(t) ��
 ωc� $���� ��
�	� ������ ���	���
 �� �� 	���������� ������ �� ��������� �� �� �!�! ��
 ���!
������� �	�!�
 �� ��		��	 �	� !����� ���� �� �������
 �������� �� �� %& �!�! ��
�����
�	�
 �� �� � !���� �����'

ypb(t) =
1

2

(
ỹ∗1(t)e

−jωct + ỹ1(t)e
jωct
)

=
1

2
(y∗1(t) + y1(t)) , ���()�

���	� y1(t) = ỹ1(t)e
jωct� *�� �!�! ������ �������� ypb �� �� ��() ��� �� ��	� �� � ���


�����
 ������ ������	 � ��+�

���� �� ����
����� �
�� �������� ��	��� ��
���

*�� ��������� 
�	������ �� �	�����
 ��	 �� �	� �	�!�
 ejωct����, ������	� �� ����
� !���� ��� �� !��
 � 
�	��� �� ���-!��� �	�� *�� %& �������
 ������ y1(t) ���
�� ��
���
 �� � �!������ �� �� .���		� ��	��� ��������	 �	
�	 	�������� y1,2k+1(t)� �	
�� �� ��������	 �	
�	 �������� 	�������� ỹ1,2k+1(t)� �	�!�
 �� ���!��	 �	� !���� ωc ��
�������'

y1(t) =
∞∑
k=0

y1,2k+1(t) =

( ∞∑
k=0

ỹ1,2k+1(t)

)
ejωct ���((�

/�� �� ���� �

 ����	�
 �	�� �	� 	�����
, ���� �	�� �	� 
����	
�
 ����� ���

� �� �����	 �	�!�
 �� ��		��	 �	� !����� 0 !���� �� �	�� �� �� 	��� ��
�� �� ��
�"���
�
 � !����� �� ��# ��
 ��() ����
� � �����!�!� ��0 .���		� ��	��� �� �"�	�����
y1,2k+1(t) �� � �!����� �� x̃(t) ��
 ωc� ����� �� �� �"�	������ 
�	���
 !���� y1,1(t) ��

y1,3(t)'

�1



y1,1(t) =

ˆ ∞

−∞
h1 (τ1) · x̃ (t− τ1) · ejωc(t−τ1) · dτ1 ������

y1,3(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
h3 (τ1, τ2, τ3) ·

{
(
x̃ (t− τ1) · ejωc(t−τ1)

) (
x̃ (t− τ2) · ejωc(t−τ2)

) (
x̃ (t− τ3) · ejωc(t−τ3)

)∗
+
(
x̃ (t− τ1) · ejωc(t−τ1)

) (
x̃ (t− τ2) · ejωc(t−τ2)

)∗ (
x̃ (t− τ3) · ejωc(t−τ3)

)
+
(
x̃ (t− τ1) · ejωc(t−τ1)

)∗ (
x̃ (t− τ2) · ejωc(t−τ2)

) (
x̃ (t− τ3) · ejωc(t−τ3)

)}
· dτ3dτ2dτ1 ������

���� �� ��	�
	�����
�� ������	� �� ������	� ���
����	� ���	�������
�	�

�	 
��� �
 � �
����� �� � ������� ��
���
�� ���� ��	����� �
�������� � ������	�
�
�� ���� � ���	��
��� �
 � �� �
��� ! �� �
�� �	����� �� "# 	
	��	��
��	���� ����
���
	 �	� �
����� �� ���� �	 �����	� ���� � �
� ������	� ���� $

���	���� �� ������	� �
�� �
 �����	�� �� �
	��	�
�� ��� ������	� %
����� ����

� ���� �� &��� ������	 ���	� �
	'
����
	 �
��� $� �
	'
����
	 �
�� �
� y1,1(t) �� ��'	
��(

y1,1(t) = h1 (t) �
(
x̃ (t) · ejωct

)
������

!� �� )�	� h3 �� ���*'������ h3(τ1, τ2, τ3)� �	� �� 
����� y1,3(t) 
� ���� �� �
	
*
'������ �� 
����� ��	���
	 �� �*�����	� �� �
��
��( y1,3(t) = y1,3(t1, t2, t3)|t1=t2=t3=t �
y1,3(t, t, t) +�,-� $� �
	'
����
	 �
�� �� ��'	 ��
��

y1,3(t1, t2, t3) = h3(t1, t2, t3) �

{
(
x̃ (t) · ejωct1

) (
x̃ (t) · ejωct2

) (
x̃ (t) · ejωct3

)∗
+
(
x̃ (t) · ejωct1

) (
x̃ (t) · ejωct2

)∗ (
x̃ (t) · ejωct3

)
+
(
x̃ (t) · ejωct1

)∗ (
x̃ (t) · ejωct2

) (
x̃ (t) · ejωct3

)}
����.�

/��� �� 0����� ���	��
�����
	 �� ������ �
 �� �
	'
����
	 �
�� 
� �� %
�����
���� 	
	��	�� 
��� ���
	��� $� 0����� �
���	 ����	����
	 
� �����*���.� �� ��'	
��(

��



Y1,1(s) = L (y1,1(t))

= L (h1(t)) · L
(
x̃(t)ejωct

)
= H1(s) · X̃(s− jωc). ������

Y1,3(s1, s2, s3) = L (y1,3(t1, t2, t3))

= L (h3(t1, t2, t3)) ·
{

L
((
x̃ (t) · ejωct1

) (
x̃ (t) · ejωct2

) (
x̃ (t) · ejωct3

)∗)
+L
((
x̃ (t) · ejωct1

) (
x̃ (t) · ejωct2

)∗ (
x̃ (t) · ejωct3

))
+L
((
x̃ (t) · ejωct1

)∗ (
x̃ (t) · ejωct2

) (
x̃ (t) · ejωct3

))}

= L (h3(t1, t2, t3)) ·
{

L
((
x̃ (t) · ejωct1

)) · L ((x̃ (t) · ejωct2
)) · L ((x̃ (t) · ejωct3

)∗)
+L
((
x̃ (t) · ejωct1

)) · L ((x̃ (t) · ejωct2
)∗) · L ((x̃ (t) · ejωct3

))
+L
((
x̃ (t) · ejωct1

)∗) · L ((x̃ (t) · ejωct2
)) · L ((x̃ (t) · ejωct3

))}

Y1,3(s1, s2, s3) = H3(s1, s2, s3) ·
{

X̃ (s1 − jωc) · X̃ (s2 − jωc) · X̃∗ ((s3 − jωc)
∗)

+X̃ (s1 − jωc) · X̃∗ ((s2 − jωc)
∗) · X̃ (s3 − jωc)

+X̃∗ ((s1 − jωc)
∗) · X̃ (s2 − jωc) · X̃ (s3 − jωc)

}
. ������

�	
 ���
 �
������� ��
� �	
 �������������� ��� ������ ��������� ���
���
� � ������
������
 ������
 �������� �� !� 	
 ""# ��� � ���� ��� ���� ��� �
 �
���
� �� �������$
� ��
%�
��� ���������� � jωc � �	
 �������
�� �
��� Y1,1 ��� Y1,3 �� ���&�'

�(



Ỹ1,1(s) = Y1,1(s+ jωc)

= H1(s+ jωc) · X̃(s)

= H̃1(s) · X̃(s). ������

Ỹ1,3(s1, s2, s3) = Y1,3(s1 + jωc, s2 + jωc, s3 + jωc)

= H3(s1 + jωc, s2 + jωc, s3 + jωc) ·
{

X̃ (s1) · X̃ (s2) · X̃∗ ((s3)
∗)

+X̃ (s1) · X̃∗ ((s2)
∗) · X̃ (s3)

+X̃∗ ((s1)
∗) · X̃ (s2) · X̃ (s3)

}

= H̃3(s1, s2, s3) ·
{

X̃ (s1) · X̃ (s2) · X̃∗ ((s3)
∗)

+X̃ (s1) · X̃∗ ((s2)
∗) · X̃ (s3)

+X̃∗ ((s1)
∗) · X̃ (s2) · X̃ (s3)

}
. ������

�	
�
 Ỹ1,1 �� Ỹ1,3 �
�����
 �	
 ��� ������� �� H̃1 �� H̃3 �
��
 �	
 ��� �
�
���
�
��
����
��� ������� �	
 ��
��
 ������
 �� ���� �� ���� ��
��� �	
 �������� ��!
 ���
!��
� �� "������#

ỹ1,1(t) =

ˆ ∞

−∞
h̃1 (τ1) · x̃ (t− τ1) · dτ1 ���$%�

ỹ1,3(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
h̃3 (τ1, τ2, τ3) ·

{
(x̃ (t− τ1)) (x̃ (t− τ2)) (x̃ (t− τ3))

∗

+(x̃ (t− τ1)) (x̃ (t− τ2))
∗ (x̃ (t− τ3))

+ (x̃ (t− τ1))
∗ (x̃ (t− τ2)) (x̃ (t− τ3))}

· dτ3dτ2dτ1 ���$��

�&



���� �� ��	
�������� ��	����� ���������� �������� 	����	 �����

����� ��� ����	
 	�� ����� �	��	
���� ��� ������	
 ������ �� ���
 ���� 	�� ���� 	��
	������� �� ∞ → t 	�� −∞ → 0� ����������
�� ��� ���
 �� ���� ����� ���

ỹ1,1(t) =

ˆ t

0

h̃1 (τ1) · x̃ (t− τ1) · dτ1

ỹ1,3(t) =

ˆ t

0

ˆ t

0

ˆ t

0

h̃3 (τ1, τ2, τ3) ·
{

(x̃ (t− τ1)) (x̃ (t− τ2)) (x̃ (t− τ3))
∗

+(x̃ (t− τ1)) (x̃ (t− τ2))
∗ (x̃ (t− τ3))

+ (x̃ (t− τ1))
∗ (x̃ (t− τ2)) (x̃ (t− τ3))}

· dτ3dτ2dτ1

����� ��� �	���� ���� 	�������� ��� ��� ���	�����	��  t > T∞!  ��� ��	�������
��������� �������	��	�� "�
����	 ������ �� ��#��� 	� t < T∞!� ��� ���
 �������� �	� ��
����������� 	��

ỹ1,1(t) =

ˆ T∞

0

h̃1 (τ1) · x̃ (t− τ1) · dτ1

ỹ1,3(t) =

ˆ T∞

0

ˆ T∞

0

ˆ T∞

0

h̃3 (τ1, τ2, τ3) ·
{

(x̃ (t− τ1)) (x̃ (t− τ2)) (x̃ (t− τ3))
∗

+(x̃ (t− τ1)) (x̃ (t− τ2))
∗ (x̃ (t− τ3))

+ (x̃ (t− τ1))
∗ (x̃ (t− τ2)) (x̃ (t− τ3))}

· dτ3dτ2dτ1

����� ��� ������ �� ��� ������	��� ��������  ���������� ��������� 	�� �������	

	�� "�
����	 $����
� �	� �� ������%�� &�'(!� ��� ���
 �	� �� ���
�#�� ���

ỹ1,1(t) =

ˆ T∞

0

h̃1 (τ1) · x̃ (t− τ1) · dτ1

�)



ỹ1,3(t) =

ˆ T∞

0

ˆ T∞

τ1

ˆ T∞

τ2

h̃3 (τ1, τ2, τ3) ·
{

(x̃ (t− τ1)) (x̃ (t− τ2)) (x̃ (t− τ3))
∗

+(x̃ (t− τ1)) (x̃ (t− τ2))
∗ (x̃ (t− τ3))

+ (x̃ (t− τ1))
∗ (x̃ (t− τ2)) (x̃ (t− τ3))}

· dτ3dτ2dτ1

������������ �	 �
� ���� ������

ỹ1,1(n) =

M1∑
i1=0

h̃i1 · x̃1 (n, i1)

ỹ1,3(n) =

M3∑
i1=0

M3∑
i2=i1

M3∑
i3=i2

h̃i1,i2,i3 · x̃3 (n, i1, i2, i3)

x̃1 (n, i1) = x̃ (n− i1)

x̃3 (n, i1, i2, i3) = x̃ (n− i1) x̃ (n− i2) x̃
∗ (n− i3)

+ x̃ (n− i1) x̃
∗ (n− i2) x̃ (n− i3)

+ x̃∗ (n− i1) x̃ (n− i2) x̃ (n− i3)

�
��� M1� M3 ����� �
� ������ ���
 �	 �
� ���� �� �
�� ���� �������� ������� �����

����� �� �
� ����� ���������� �� ���� �� �
��� �
�� �
� �	�
 ���� �������� ������� ỹ1,5(n)�
�� ����� ���

ỹ1,5(n) =

M5∑
i1=0

M5∑
i2=i1

M5∑
i3=i2

M5∑
i4=i3

M5∑
i5=i4

h̃i1,i2,i3,i4,i5 · x̃5 (n, i1, i2, i3, i4, i5)

x̃5 (n, i1, i2, i3, i4, i5) = x̃ (n− i1) x̃ (n− i2) x̃ (n− i3) x̃
∗ (n− i4) x̃

∗ (n− i5)

+ x̃ (n− i1) x̃ (n− i2) x̃
∗ (n− i3) x̃ (n− i4) x̃

∗ (n− i5)

+ x̃ (n− i1) x̃
∗ (n− i2) x̃ (n− i3) x̃ (n− i4) x̃

∗ (n− i5)

+ x̃∗ (n− i1) x̃ (n− i2) x̃ (n− i3) x̃ (n− i4) x̃
∗ (n− i5)

 !



+ x̃ (n− i1) x̃ (n− i2) x̃
∗ (n− i3) x̃

∗ (n− i4) x̃ (n− i5)

+ x̃ (n− i1) x̃
∗ (n− i2) x̃ (n− i3) x̃

∗ (n− i4) x̃ (n− i5)

+ x̃∗ (n− i1) x̃ (n− i2) x̃ (n− i3) x̃
∗ (n− i4) x̃ (n− i5)

+ x̃ (n− i1) x̃
∗ (n− i2) x̃

∗ (n− i3) x̃ (n− i4) x̃ (n− i5)

+ x̃∗ (n− i1) x̃ (n− i2) x̃
∗ (n− i3) x̃ (n− i4) x̃ (n− i5)

+ x̃∗ (n− i1) x̃
∗ (n− i2) x̃ (n− i3) x̃ (n− i4) x̃ (n− i5)

����� M5 ������	 ��� 
�
��� ����� � ��� ��� ����� �������� 	����	� ��� ��
���� ������
��� �������� 	����	 �� �� ��������� ��	������� �������	 5 �	 ���� ����� ���

ỹ1(n) = ỹ1,1(n) + ỹ1,3(n) + ỹ1,5(n) ���  !

"����� ����� ��	������� �������	 ��� �� 	�
������ �������� #� ��������$ ���� ��� ���%
���� ���
	 ��� ��������� ��� ���
	 x̃3(n, i1, i2, i3) ��� x̃5(n, i1, i2, i3, i4, i5) ��� ������ ��
%
��������	 � 3 ����� ����� ��� 10 ��� ����� ��	������� �������	� &� ���
��� � ��� ���
�������� 
���� � ��  �	 ����� �� NL = 3 ��� M = 1 �	 �����	

ỹ(n) =
1

2
h0x̃(n) +

1

2
h1x̃(n− 1) +

3

8
h0,0,0x̃(n)x̃(n)x̃

∗(n)

+
1

8
h0,0,1 (2x̃(n)x̃(n− 1)x̃∗(n) + x̃(n)x̃(n)x̃∗(n− 1))

+
1

8
h0,1,1 (2x̃(n)x̃(n− 1)x̃∗(n− 1) + x̃(n− 1)x̃(n− 1)x̃∗(n))

+
3

8
h1,1,1x̃(n− 1)x̃(n− 1)x̃∗(n− 1) ��� '!

(�
����	�� � ��� ���		���� �����		��� ��) ���� ��� ����� �����	�� ��� �������� ��%
���		��� �� ' ��	���	 �� 	������ ������	���	� *�� ���
���$ ��� ��+����� ��	������� �������	
����� ���� �		����� ��	����� ,�����	 �� ��) ���� ���� �������� ��
����� �� ��
 � �����
���
 �� ��� ��� 
���� 	���� �����	�� �� �� '$ ��� �����$ 	���� ��� 	�
� ,������

����� ��- 	�

���.�	 ��� ��
��� � ,�����	 ������ �� ��� ��+����� 
������� 	�������	
����� ��� ������������ ����� ��	 ���� 	�� �� 	���� ��� ��� 
�
��� ����� /$ �0���	
M1 = M3 = M5 = M � ��� �����		���	 �� ��� ��
��� � ���1�����	 ���� �	�� �� ����
*��� ��'� &	 ��� �� 	���$ ��� ����� �����	��$ ��
���� 
���� �������� � 	����������� �����
��
��� � ���1�����	 ���� ��� ��� ���		���� 23� �������� 	����	$ �	�������� �	 ��� 
�
���
����� ������	��� "������$ ��� ������ 23� �������� �	��� ��� 445 �������� ��	� ��0�����
� 	
����� ��
��� � ���1�����	 �	 �� ��	������ ��	������� �������	 ���� � ����
�� �����
≥ ����� 6 -7� #� �	 ����� 
��������� ���� ��� �����	�� 
���� �������� ��� � ��� ��	�������
�������	$ ����� 
���������� � 	�
���� ��
��� � ���1�����	 ��� �� ��	 ��
���� �����		���$

�8



����� ���	 
�������� �������� ��� ������������ ����� �� �

����� ������ �� ���������� ��� ����


�������� �� !�������
4 + 43

4
M + 451

36
M2 + 1213

144
M3 + 121

36
M4

+59
72
M5 + 1

9
M6 + 1

144
M7

������� "" !�������
4 + 1619

210
M + 1973

360
M2 + 1597

720
M3 + 37

72
M4

+ 13
180

M5 + 1
180

M6 + 1
5040

M7

##$ �� !������� $�% 4 + 25
2
M + 11

2
M2

##$ �� !������� $�& 4 + 131
6
M + 39

2
M2 + 14

3
M3

'�(��� ��&	 )����������� �� �*� ��������� �� ��+����� !������� ������������ �� ����

��� ��� ��� ��,���� ��� �����( -*��* ����� ��������� ��� �������( ��� �������.�����
��������� �� ������ �+���� ����������

����� ����	 
����������

�*� ��(��� ��������������� ���� �� ����/� �*� ��- "" ��������� ��%% �����/�� �*�
������ ������ �� �*� !������� ������ -��* ������ �� ��� ����������� �*�������0 ��������
���� ����� ������1������ ��(����*�� ���* �� �*� ����� �,���� ����� 2�3 4 ��� �� �����
�� �������� �*� 5������ �� ��%% ��� � (�/�� $' �6�  ,������ ��%� ��((���� �*� ���������
���� �� ������ �*� �3 �������� �� ��%%
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X · h = Y ������

���	� X
 h �� Y ����� ��� ����� ������ ��������	� ���	��
 ��� �����	 ���� �������� ���
������� ��	���� �� ��� ������ ������ �����	 �� ���	��� ������

X =

⎛⎜⎝ x̃0(1) · · · x̃M(1) x̃0,0,0(1) · · · x̃M,M,M(1)
���

� � �
���

���
� � �

��� · · ·
x̃0(N) · · · · · · x̃M(N) x̃0,0,0(N) · · · · · · x̃M,M,M(N)

⎞⎟⎠

h =

⎛⎜⎜⎜⎝
h0
���

hM
���

⎞⎟⎟⎟⎠

Y =

⎛⎜⎝ ỹ(1)
���

ỹ(N)

⎞⎟⎠ ,

�� ��� ����� ���	������
 N 	��	������ ��� ����� �����	 � �����	����� ���� !��
�������� �� ��� �	����� �"�� �� ���� ���

ĥ =
(
X t ·X)−1 ·X t · Y

���	� ĥ �� ��� �������� � h�

����� ����	�
���

!� ������ ��� ��	 �	����� � ��� ����# �	����� ������� $$% &����		� ����
 ���
���� ��� ��� �� �����	�'� ��� () *+� 	���� ���� �,�	��� �������� ��� �����	�'�����
��	 �	����� ��� �����	� ���� ���� � ��� -*% &����		� ����.� ��	��� ����� ��� //(
���	������ )��� ��� ����� ��� ���� ������ �����	�'����� ���� ����� ���� �� �������� � 
�� �� �	���	�	# ���� ����	���	 �01��2+� ����� ��� �������� �� � �����	 ������ ����	���	
�%1�34/�  �	 ���� ������ ����	�����
 ��� � �����	 ������ ����#'�	 �05676+�  �	 ������ ������
�����	�
 �� ���� � ���� �������	  �	 ���� ������ �#������� �� �����
 ���# ����������
�� ���������
 �� ������ ������ ������
 �� ������ �� ���� �����"�������

!����� ��� �� ��7 �����	�'� ��� �����	�'����� 	������  ��� ���� ���� ������	���	
�����"�	 ����� ���� ��� �	����� ������� �� ��� �	��� -*% &����		� ������ )�	 ���
�������
 ��� ��������	��# �	�	 ��� ��� �� ����� �� ��� ����	# ���� ��� ��� ��� ��
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 ��� ��

����� ����	�
��� �	��� ��

��������
�

��� ��� ���� �����

������� ��� 	
	 ��	

�������� ��� �������� ���� � ��� ��� � ���

�� ��� �������� ���� � ��� � ��� !� �
� ���

���"���# $$� �������� ���� � ��� �% � ���
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������ ��	
 ����������� ���������� ��  ������ ����� �� �� ������ ���� ��  !�
�����"������ ����� ����� ��#����� $������ ������ �%���������

������ ��������� �� &'�� ��() '��� ��� ������ ��* $������ �� ��� ������ ������
������ ��� ������ ����������� ���������� � ��� *$ �� ������� ���� 	�	+ �� (+
�� ��� �,�- �� �������� ���� .	 �/ �� '��� 	� �/ 0���� ��������� �� ��� �������"
����1� &��� �%������� ����������� �����2 �� �����������2 ������� ������� ��� �����3���
��������� �� ��� ���'�� �� 4������ ��5����� '2 ��� ������ ����� 067 �� ��� ������ ��*
$������ ����� ��� 8� �� ��� �������� �����1� 9� �� ����� ���������� ��� ��� ���� ��*
$������ ����� ��5����� (.7 4�������

&�� ����������� ���������� �� ������� ���3���� 0��� ���� ��	1 '2 �%������ ���
�������� �� ��� �	 : �� �� ������ ������ ���� �� ������� �������������� 9� ��� ��� ��
��� ������ -� �� ����������� 0��� &'�� ��.1) ��� ������ ��* $������ �� ��� ��������

&'�� ��.
 ����������� ���������� �� �; <= ;�����2 ��

����� ����	�
��� �	��� ��

��������
�

��� ��� ���� �����

��
��
  � !"! #$!

��������� ��� ���
���� ��%& ' �%( ($) )"* #!+

  � ��� ���
���� ��%& ' �%$ ' �%( *) ("$ #,-

���.���� ��� ���
���� ��%& ' �%( &+ )"* #!+
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� �������� 
� ������� �������� �� 
��� 
���� �����
��
� 
� ���������

	��� ������ �
 	�� � ����� �������� 
� 
� ���
������ �	������ � ��������� ������

	�� � ������ �� ��������

� 	����� ������
� ������ ��� 
�� ������ �� 
� �� ����� �� ���� �� � 	�� �

������ ��

x(t) = x1(t) + x2(t)

= Re
(
x̃1(t)e

(jω1t) + x̃2(t)e
(jω2t)

)
��� x(t) �� 
� 	����� ������
� ������� x1(t) ��� x2(t) �� 
� ���� ��� �������

�� �	� ����� x̃1(t) ��� x̃2(t) ���
 
� ������� ������ �� x1(t) ��� x2(t) ������


� ������� ��!��	�� ω1 ��� ω2� ���	
����� "� 	����� ������
� ������ 	�� �

�����
� �� � ��������� ������ ��
� �� ������� 	����� ��!��	� ((ω1+ω2)/2) �� ����
���

x(t) = Re

(
x̃(t)·e

(
j
(ω1+ω2)

2
t
))

= Re

((
x̃1(t)e

(
j
(ω1−ω2)

2
t
)
+ x̃2(t)e

(
j
(ω2−ω1)

2
t
))

e

(
j
(ω1+ω2)

2
t
))

��� x̃(t) �� 
� ������� ����� �� 
� 	����� ������
� ������ ���� ��

x̃(t) = x̃1(t)e

(
j
(ω1−ω2)

2
t
)
+ x̃2(t)e

(
j
(ω2−ω1)

2
t
)
.

#�� 
� ��������� ������ �� �����$� �� � %�� 
� �������� 	������
 �� 
� ��
��


������� ypb(t)� 	�� � ��	���� ���

y(t) = y1(t) + y2(t)

= Re

(
ỹ(t)·e

(
j
(ω1+ω2)

2
t
))

= Re

((
ỹ1(t)e

(
j
(ω1−ω2)

2
t
)
+ ỹ2(t)e

(
j
(ω2−ω1)

2
t
))

e

(
j
(ω1+ω2)

2
t
))

&&



����� y1(t) ��� y2(t) ��� �	
��������� �	��	� �����
� ���	
���� ���	�� ��� ���	
�� ���
�	������ ω1 ��� ω2 ����������
�� ��� ỹ1(t) ��� ỹ2(t) ������ ��� �������� ����
���� �� y1(t)
��� y2(t)� ����������
��

�� ��� �
������
 �� ���������
 ����
��� ��������� ��� �� �������� �� ����
�� �� �
����
����	� ����
��	��	� ����� ������ ����� ��� �� �	��	� ỹpb(t) �� � �	������ �� ���
�� ���	� x̃(t)� �� ����� �� !�"#$

ỹpb(t) = f̃ (x̃ (t)) �!�"# 

����� f̃ �� ��� ���� ���������� �	������ �� ��� �� ���� %��� !�& � '�����(����� �� ��� ����
����
 ���	���� ����
��� ���� x̃ (t) ��� ỹpb(t) �� � ���� ����	���� ���� �� ��

���$

fs,SiSo ≥
(
S + 5·max

(
B1

2
,
B2

2

))
����� B1 ��� B2 ��������� ��� ���������� �� x̃1(t) ��� x̃2(t)� ����������
�� ��� S �������

��� ����	���� ������� ������� ��� ��� �����
� ������ S = f2 − f1 = (ω2−ω1)
2Π

 � ����� f1
��� f2 ��� ��� ��� �����) ������� ����	������� ����������
�� *�� ������ �� 5 ���������� ���
������	� �������� �	� �� �� ���
�������� ����� �� ���	��� ��	�
 �� 5�

�
���������
�� � �	�
���	� �	�
�	��	� �'�'� �������� ��	
� ���	��� � �����+����
�

���� ����
��� ����� �� �	�� � ����	
������ ��� �� �	��	� �� ���� ���� ������ ỹ1(t) ���
ỹ2(t) � �� �,������� ��������
� �� � �	������ �� ��� ��� ���	� �����
�) ����
���� x̃1(t) ���
x̃2(t)� �� ����� ��$ {

ỹ1(t) = f̃1(x̃1(t), x̃2(t))

ỹ2(t) = f̃2(x̃1(t), x̃2(t))

����� f̃1 ��� f̃2 ���� ��� ��)� �	�
���� ���������� �	������� ������ �� %��� !�& � *��

������	����� �� ��� ��� ���������� �	�������� f̃1 ��� f̃2� ������ �� ����
 ���-�� �� 
������(�
��� �	�
���� ��� �� ��������� �� ��� ������
 ������� *��� ���	���� ��� ����
��� �� x̃1(t)�
x̃2(t)� ỹ1(t) ��� ỹ2(t) �� � ����	���� ���� ����� ��

fs,DiDo ≥
(
5·max

(
B1

2
,
B2

2

))
*��� ����
��� ���� �� ����������� �� ��� ����	���� ����������� S� ����� ��� �� ����


����� .����� fs,DiDo �� �����+����
� 
���� ���� fs,SiSo� %�� �,���
�� �� �� ���	�� � �	�

���� �����
 �������� �� � 15MHz /0'1� �����
 ���� ���	���� ��� ��� ���� ����
� *��
����� ������� ��� ��� ����
��� ����� �� ��	�
 ��

fs,DiDo

fs,SiSo
= 0.11�

#2



������ ��	
 ��� ������� ��� ��� �������� �� ���������� �������� ��������

����� ����	
��� �� ��� ���� �������
 �����

 �� �������� �������� ��� �������!����� ���������� �������� �� ��� ���������� �� ����"
���� ���� ���������� �� ��������!��� ��# ������$��% ������� &�� ������'���� ���� (�������
������ ��� ���� ������� ��� �� ��� ������������ ������ �& ���)������ ��� �����*����
������$��%� +�#����" ������������%" ��� (������� ������ �� � ���� ����������� ��������
&����#��, &�� ����'���� ��� #���� ��� ��������� ��������� �%����� �%����� #��� &��'
��� �����% -./0� �� -110" 2�������� ��������� � ������ �& �����&��������� �� ������ ���
#���',��#� 3�4 (������� �������  �� ����������% ������ 3�4 (������� ������ ��� ����
�������&���% ������� �� ����� ��� �������!� ������'���� ���� �� ���� �������" � ��# 224
����'���� (������� ������ &���������� �� ������� &��� ��� �������� �������� ����'������
(������� ������ -150 �� ����� ��� �������!� ����'���� ����  ��� �������� ���� ��� ��*����
������� ��� ��� �������� ���������� �� �����������% ��������� �� ��� ������� �& �$���������
���#�� �� ��� ������ �& ���)������ �$��������� #��� ��� 3�4 ��������� �� ��� �����*����
����������" ��� ����� &����#�� �� ������ ��� �������� ����� ��� ���������


���� �� ��	�
	�����
�� ���������� �������� ���
�� �����
	��

 �� (������� ������ &����#��, -150 �� ��������% ���� �� �������� ��� ������������ ���#���
��� ���� ����'���� ������� �� ��� �%���� ����� ��� ������


y(t) =
NL∑
p=1

ˆ ∞

−∞
· · ·
ˆ ∞

−∞
hp

(
τ1, · · · , τp

) · p∏
j=1

x(t− τj)dτ. ���16�
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����� x(t) ��� y(t) �����	��
 
�� �� ���
 ��� ��
��
 �� 	����	 ��� NL 	 
�� ������
���
� ������

���� �� ���	
��	�� �� ����	��
��	�� ����	��� �����	 ���������������

�� 
�� ��	� �� � ��������� ��� 
�� �������
�� ���
 	���� x(t) ��� �� �����		�� �	�

x(t) = Re
{
x̃1(t)e

jω1t + x̃2(t)e
jω2t
}

=
1

2

(
x̃∗
1(t)e

−jω1t + x̃1(t)e
jω1t
)

+
1

2

(
x̃∗
2(t)e

−jω2t + x̃2(t)e
jω2t
)

� �!"#

����� x̃1(t) ��� x̃2(t) �����	��
 
�� 
�� ������� ��	����� ��$����� 	����	 
��
 ������
�

�� 
�� �%����
 ������� ���&�����	� ω1 ��� ω2� '��	

�
��  �!" �
�  �!( ����	 ��
�����		�� ����
�� 
�� ��
��
 	���� y(t) 
� x̃1(t)� x̃2(t)� ω1 
� ω2 �	 ������	�

y(t) = f
(
x̃1(t), x̃2(t), e

±jpω1t, e±jqω2t
)
; (p, q) ∈

{
1, .., NL

}2

, � �!)#

����� 
�� ��	����� ����
�� � 	 �	�� 
� �����	��
 
�� ���� $����� *��
���� 	���	  �!(�
'��� 
�� ��
��
 	���� y(t) �  �!) 	 � ��	��
 �� 
�� ������
�� �� � �������� ����
�� 
�
� �������
�� �� 	����� 
 ���
��	 	�$���� 	���
��� ��������
	 
��
 �$��$� ���
���
��$�����	� ỹp,q(t)� ���� ������
� 
�� ���� ������
	� pω1 ± qω2� �� ω1��� ω2 �	 	����
�  �!+�

y(t) =

p,q=NL,NL∑
p,q=−NL,−NL

1

2

(
ỹ∗p,q(t)e

−j(pω1+qω2)t + ỹp,q(t)e
j(pω1+qω2)t

)
=

1

2

(
ỹ∗0,0(t)e

−j0t + ỹ0,0(t)e
j0t
)

+
1

2

(
ỹ∗1,0(t)e

−j1ω1t + ỹ1,0(t)e
j1ω1t

)
+

1

2

(
ỹ∗0,1(t)e

−j1ω2t + ỹ0,1(t)e
j1ω2t

)
+

1

2

(
ỹ∗2,−1(t)e

−j(2ω1−ω2)t + ỹ2,−1(t)e
j(2ω1−ω2)t

)
� �!+#

+
1

2

(
ỹ∗−1,2(t)e

−j(2ω2−ω1)t + ỹ−1,2(t)e
j(2ω2−ω1)t

)
���

,)



+
1

2

(
ỹ∗NL,0(t)e

−jNLω1t + ỹNL,0(t)e
jNLω1t

)
+

1

2

(
ỹ∗0,NL(t)e

−jNLω2t + ỹ0,NL(t)e
jNLω2t

)
,

����� ỹ0,0(t) ������	 �
� ������� �� ��� ỹ1,0(t) ��� ỹ0,1(t) ������ �
� �������	 ��
�
� ��	� ����� ������� 	�����	� ��� ỹ2,−1(t) ��� ỹ−1,2(t)� ������ �
� �������	 �� �
� �
���
����� ���������� 	�����	� �������� ỹ0,NL(t) ��� ỹNL,0(t)� ����	��� �
� ��	� ��� 	����� NLth


�������	� ��	���������

���� �� ��	�
��������� �� �������� ��	� ���������
���

�������� �
� ����	 �� �
� ���
� 	���	 �� �� ! ��� �� " �
�� 	
��� �
� 	��� ���������
����� #������������ ��$��� ������	% �����	 � ��������������� ����� ���	�	���� �� 	������
��	����� ��������	 �
�� ������ �
� ����� �������	 ỹp,q(t) �� x̃1(t)� x̃2(t)� ω1 ��� ω2� &����
'� ��� ������ ������	��� �� �
� ��������	
� ���'��� �
� �������	 �� �
� ����� ��� ����
	�����	 ������ �
� �'� �������	( ����������	� ���� �
� �		���� ��������	 �� �
� )*
����� ��� ���	������ �� �
� �������� ����'+

ypb(t) =
1

2

(
ỹ∗ω1

(t)e−jω1t + ỹω1(t)e
jω1t
)

+
1

2

(
ỹ∗ω2

(t)e−jω2t + ỹω2(t)e
jω2t
)

=
1

2

(
y∗ω1

(t) + yω1(t)
)
+

1

2

(
y∗ω2

(t) + yω2(t)
)
, #��,-%

'
��� yω1(t) = ỹω1(t)e
jω1t ��� yω2(t) = ỹω2(t)e

jω2t

.� �
� �����'��� � ������ �� ���������� ����������	 ��� ����� �� ������ �
� ��������
�$��		��� ��� �
� ��	� ���� �� ��,-�yω1(t)� ������ �
� ��	� ���������� &������ ����������	
��� �� �	�� �� ������ �
� �$��		��� �� �
� 	����� ��������� ����� yω2(t)�

yω1(t)��� �� ������� �	 � 	�������� �� �
� /������� 	����	 ��������� ����	 yω1,2k+1(t)
�� ����� 2k+1� .� ��� ��	� �� �$��		�� �	 �������� �� �
� ������	 �� �
� ��������� ����	�
yω1,2k+1(t)� ������� 
�������� ỹω1,2k+1(t) ��� �
� ������� ��������� ω1 �	 �����'	+

yω1(t) =
∞∑
k=0

yω1,2k+1(t) =

( ∞∑
k=0

ỹω1,2k+1(t)

)
ejω1t #��,0%

.� �	 '���
 ������ �
�� ���� ��� �'���� ����	 ��� �������� ��� ���� ����	 ��� ��	�
������ 	���� �
�� �� ��� ���� �� �
� �		���� ��	��	�� �������� �
� ����	 �� �
�
���
� 	���	 �� �$����� �� ! ��� ��,0 �����	 � ���������	 11� �.�2 /������� 	����	 �
��

3"



��������� yω1,2k+1(t) �� ��	
��	� � x̃(t)� �	� ω1� ���� �� ��� ��������	 �� yω1,1(t) �	�
yω1,3(t)�

yω1,1(t) =

ˆ ∞

−∞
h1 (τ1) · x̃1 (t− τ1) · ejω1(t−τ1) · dτ1 ������

yω1,3(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
h3 (τ1, τ2, τ3) ·

{
(
x̃1 (t− τ1) · ejω1(t−τ1)

) (
x̃1 (t− τ2) · ejω1(t−τ2)

) (
x̃1 (t− τ3) · ejω1(t−τ3)

)∗
+
(
x̃1 (t− τ1) · ejω1(t−τ1)

) (
x̃1 (t− τ2) · ejω1(t−τ2)

)∗ (
x̃1 (t− τ3) · ejω1(t−τ3)

)
+
(
x̃1 (t− τ1) · ejω1(t−τ1)

)∗ (
x̃1 (t− τ2) · ejω1(t−τ2)

) (
x̃1 (t− τ3) · ejω1(t−τ3)

)
+
(
x̃1 (t− τ1) · ejω1(t−τ1)

) (
x̃2 (t− τ2) · ejω2(t−τ2)

) (
x̃2 (t− τ3) · ejω2(t−τ3)

)∗
+
(
x̃1 (t− τ1) · ejω1(t−τ1)

) (
x̃2 (t− τ2) · ejω2(t−τ2)

)∗ (
x̃2 (t− τ3) · ejω2(t−τ3)

)
+
(
x̃2 (t− τ1) · ejω2(t−τ1)

)∗ (
x̃1 (t− τ2) · ejω1(t−τ2)

) (
x̃2 (t− τ3) · ejω2(t−τ3)

)
+
(
x̃2 (t− τ1) · ejω2(t−τ1)

) (
x̃1 (t− τ2) · ejω1(t−τ2)

) (
x̃2 (t− τ3) · ejω2(t−τ3)

)∗
+
(
x̃2 (t− τ1) · ejω2(t−τ1)

) (
x̃2 (t− τ2) · ejω2(t−τ2)

)∗ (
x̃1 (t− τ3) · ejω1(t−τ3)

)
+
(
x̃2 (t− τ1) · ejω2(t−τ1)

)∗ (
x̃2 (t− τ2) · ejω2(t−τ2)

) (
x̃1 (t− τ3) · ejω1(t−τ3)

)}
· dτ3dτ2dτ1 ������

���� �� ��	�
	�����
�� ������	� �� ������	� ���
����	� ���	�������
�	�

�	 ���� � �� �������	����� �	 ������� ��
���� ���� ��	������� 
��������� � �����
��	� ���� 	���� � �� ���	������ �	� � ������	� � ��!���	� ����� "�
� ���� �	�
����� ����
#�	� ��� $% 		��	��� ��	���
 �������	 ����� ������	� ��� ��� 
�������	�
�	 ������	� �� �� ������	� ����� &�� ������	� � ��!���	� ���� �� ����	�� �� ��� ��	
�
���	�����	� ��� ������	� '������ ������ ���� � ������	�� %� ���� ������� ��� 
	�
��	��� ���� ������	� '������ ������ ��������	� � ���� �	� ���� ��� (��� ��������	 �	

	!����	 ���� &�� 
	!����	 ��� �� yω1,1(t) �� ��!�	 ��)

yω1,1(t) = h1 (t) �
(
x̃1 (t) · ejω1t

)
������

*� 
�	 �� ���	� ��� ���	���� � yω1,3(t) �� 	��!�������� +��!��� ��� �	�����	� �	
��� ��������	� ���� 
	����� � � �����!������ #��	�� h3(τ1, τ2, τ3) �	� ���� ��� ����!�	�
���	���� ���� �� � ��	
��	 � ����� !�������� s1, s2, s3� & !��
�� ���� ��,���	
�� ��
�� �	 ���� � �������	 ��� ����� �� ���� y(t) = y(t1, t2, t3)|t1=t2=t3=t � y(t, t, t) -�./ �	�
��� 0����
� ���	���� �� ��!�	 �� ����
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yω1,3(t1, t2, t3) = h3(t1, t2, t3) �

{
(
x̃1 (t1) · ejω1t1

) (
x̃1 (t2) · ejω1t2

) (
x̃1 (t3) · ejω1t3

)∗
+
(
x̃1 (t1) · ejω1t1

) (
x̃1 (t2) · ejω1t2

)∗ (
x̃1 (t3) · ejω1t3

)
+
(
x̃1 (t1) · ejω1t1

)∗ (
x̃1 (t2) · ejω1t2

) (
x̃1 (t3) · ejω1t3

)
+
(
x̃1 (t1) · ejω1t1

) (
x̃2 (t2) · ejω2t2

) (
x̃2 (t3) · ejω2t3

)∗
+
(
x̃1 (t1) · ejω1t1

) (
x̃2 (t2) · ejω2t2

)∗ (
x̃2 (t3) · ejω2t3

)
+
(
x̃2 (t1) · ejω2t1

)∗ (
x̃1 (t2) · ejω1t2

) (
x̃2 (t3) · ejω2t3

)
+
(
x̃2 (t1) · ejω2t1

) (
x̃1 (t2) · ejω1t2

) (
x̃2 (t3) · ejω2t3

)∗
+
(
x̃2 (t1) · ejω2t1

) (
x̃2 (t2) · ejω2t2

)∗ (
x̃1 (t3) · ejω1t3

)
+
(
x̃2 (t1) · ejω2t1

)∗ (
x̃2 (t2) · ejω2t2

) (
x̃1 (t3) · ejω1t3

)}
������

��	 
����
��� �� ��	 �
��
�	 ��
������ �� ���� 
�� ���� �	�� ��	 �������� 	���	��
�����

Yω1,1(s) = L (yω1,1(t))

= L (h1(t)) · L
(
x̃1(t)e

jω1t
)

= H1(s) · X̃1(s− jω1). ������

Yω1,3(s1, s2, s3) = L (yω1,3(t1, t2, t3))

= L (h3(t1, t2, t3)) ·
{

L
((
x̃1 (t1) · ejω1t1

) (
x̃1 (t2) · ejω1t2

) (
x̃1 (t3) · ejω1t3

)∗)
+L
((
x̃1 (t1) · ejω1t1

) (
x̃1 (t2) · ejω1t2

)∗ (
x̃1 (t3) · ejω1t3

))
+L
((
x̃1 (t1) · ejω1t1

)∗ (
x̃1 (t2) · ejω1t2

) (
x̃1 (t3) · ejω1t3

))
+L
((
x̃1 (t1) · ejω1t1

) (
x̃2 (t2) · ejω2t2

) (
x̃2 (t3) · ejω2t3

)∗)
+L
((
x̃1 (t1) · ejω1t1

) (
x̃2 (t2) · ejω2t2

)∗ (
x̃2 (t3) · ejω2t3

))
+L
((
x̃2 (t1) · ejω2t1

)∗ (
x̃1 (t2) · ejω1t2

) (
x̃2 (t3) · ejω2t3

))
��



+L
((
x̃2 (t1) · ejω2t1

) (
x̃1 (t2) · ejω1t2

) (
x̃2 (t3) · ejω2t3

)∗)

+L
((
x̃2 (t1) · ejω2t1

) (
x̃2 (t2) · ejω2t2

)∗ (
x̃1 (t3) · ejω1t3

))
+L
((
x̃2 (t1) · ejω2t1

)∗ (
x̃2 (t2) · ejω2t2

) (
x̃1 (t3) · ejω1t3

))}
������

Yω1,3(s1, s2, s3) = L (h3(t1, t2, t3)) ·
{

������

L
(
x̃1 (t1) · ejω1t1

)
L
(
x̃1 (t2) · ejω1t2

)
L
((
x̃1 (t3) · ejω1t3

)∗)
+L
(
x̃1 (t1) · ejω1t1

)
L
((
x̃1 (t2) · ejω1t2

)∗)
L
(
x̃1 (t3) · ejω1t3

)
+L
((
x̃1 (t1) · ejω1t1

)∗)
L
(
x̃1 (t2) · ejω1t2

)
L
(
x̃1 (t3) · ejω1t3

)
+L
(
x̃1 (t1) · ejω1t1

)
L
(
x̃2 (t2) · ejω2t2

)
L
((
x̃2 (t3) · ejω2t3

)∗)
+L
(
x̃1 (t1) · ejω1t1

)
L
((
x̃2 (t2) · ejω2t2

)∗)
L
(
x̃2 (t3) · ejω2t3

)
+L
((
x̃2 (t1) · ejω2t1

)∗)
L
(
x̃1 (t2) · ejω1t2

)
L
(
x̃2 (t3) · ejω2t3

)
+L
(
x̃2 (t1) · ejω2t1

)
L
(
x̃1 (t2) · ejω1t2

)
L
((
x̃2 (t3) · ejω2t3

)∗)
+L
(
x̃2 (t1) · ejω2t1

)
L
((
x̃2 (t2) · ejω2t2

)∗)
L
(
x̃1 (t3) · ejω1t3

)
+L
((
x̃2 (t1) · ejω2t1

)∗)
L
(
x̃2 (t2) · ejω2t2

)
L
(
x̃1 (t3) · ejω1t3

)}

= H3(s1, s2, s3) ·
{

X̃1 (s1 − jω1) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃∗
1 ((s3 − jω1)

∗)

+X̃1 (s1 − jω1) · X̃∗
1 ((s2 − jω1)

∗) · X̃1 (s3 − jω1)

+X̃∗
1 ((s1 − jω1)

∗) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃1 (s3 − jω1)

+X̃1 (s1 − jω1) · X̃2 (s2 − jω2) · X̃∗
2 ((s3 − jω2)

∗)

+X̃1 (s1 − jω1) · X̃∗
2 ((s2 − jω2)

∗) · X̃2 (s3 − jω2)

+X̃∗
2 ((s1 − jω2)

∗) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃2 (s3 − jω2)

+X̃2 (s1 − jω2) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃∗
2 ((s3 − jω2)

∗)

+X̃2 (s1 − jω2) · X̃∗
2 ((s2 − jω2)

∗) · X̃1 (s3 − jω1)

+X̃∗
2 ((s1 − jω2)

∗) · X̃2 (s2 − jω2) · X̃1 (s3 − jω1)

}
������

	




��� ����� ��	
���
�� �
�
��� ��� �
��	
��
�
�� ��� �	���� �	�����	���
�� �	���	�
��
�� ��� ���
���	
��� ������� ����
�� ����� �
��� X̃1 ��� X̃2 �	� ���� �
�
��� �
������ ���
��
	� �	��	 �
���	�
�� ��	�� 
�  ��! �	� ������	� ���� 
� � 	���� �� � �	�"���� 
���	�����
#�	 �$������ X̃1 (s1 − jω1) · X̃2 (s2 − jω2) · X̃∗

2 ((s3 − jω2)
∗) 
� ������	� ���� %��� s1 ∈ I1

�s2 ∈ I2 �s3 ∈ I2� %��	�

I1 =

[
ω1 − B

2
, ω1 +

B

2

]
; I2 =

[
ω2 − B

2
, ω2 +

B

2

]
%��	� & ���
������ ��� ����%
��� �� ��� �
���	�
�� ��	�� '���	�
����� ��� ��� 	���(��
H3(s1, s2, s3) �� �����%�)

H3(s1, s2, s3) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
H3,s(s1, s2, s3) for si ∈ I1 , i = 1, 2, 3

H3,d1(s1, s2, s3) for s1 ∈ I1 , si ∈ I2 , i = 2, 3
H3,d2(s1, s2, s3) for s2 ∈ I1 , si ∈ I2 , i = 1, 3
H3,d3(s1, s2, s3) for s3 ∈ I1 , si ∈ I2 , i = 1, 2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
*�����  ��! ��� �� 	�%	
���� ��

Yω1,3(s1, s2, s3) = Yω1,3, 1(s1, s2, s3) + Yω1,,3, 2(s1, s2, s3) + Yω1,3, 3(s1, s2, s3) + Yω1,3, 4(s1, s2, s3)

%��	�

Yω1,3, 1(s1, s2, s3) = H3,s(s1, s2, s3) ·
{

X̃1 (s1 − jω1) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃∗
1 ((s3 − jω1)

∗)

+X̃1 (s1 − jω1) · X̃∗
1 ((s2 − jω1)

∗) · X̃1 (s3 − jω1)

+X̃∗
1 ((s1 − jω1)

∗) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃1 (s3 − jω1)

}

Yω1,3, 2(s1, s2, s3) = H3,d1(s1, s2, s3) ·
{

X̃1 (s1 − jω1) · X̃2 (s2 − jω2) · X̃∗
2 ((s3 − jω2)

∗)

+X̃1 (s1 − jω1) · X̃∗
2 ((s2 − jω2)

∗) · X̃2 (s3 − jω2)

}

+�



Yω1,3, 3(s1, s2, s3) = H3,d2(s1, s2, s3) ·
{

X̃∗
2 ((s1 − jω2)

∗) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃2 (s3 − jω2)

+X̃2 (s1 − jω2) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃∗
2 ((s3 − jω2)

∗)

}

Yω1,3, 4(s1, s2, s3) = H3,d3(s1, s2, s3) ·
{

X̃2 (s1 − jω2) · X̃∗
2 ((s2 − jω2)

∗) · X̃1 (s3 − jω1)

+X̃∗
2 ((s1 − jω2)

∗) · X̃2 (s2 − jω2) · X̃1 (s3 − jω1)

}
������

���	
���� ��� �������� 
� H3(s1, s2, s3) ����� ����� ���	�� ��� �
		
��� ��	���


H3(s1, s2, s3) = H3(s2, s1, s3) = H3(s3, s2, s1)∀s1, s2, s3
�� �� ��� �� ��� �
		
��� �! �	�����

H3,d1(s1, s2, s3) = H3,d2(s2, s1, s3) = H3,d3(s3, s2, s1)

"
��! ��	� � ���	� #���	 H3,d �� $�  ��� ������ 
� ��� ����� �������� 
�� �����

	� ��� %����$	� 
���� �� ��& ���� ���� ���� �� ��
� $�	
�'

H3,d1(s1, s2, s3) = H3,d(s1, s2, s3)

H3,d2(s1, s2, s3) = H3,d(s2, s1, s3)

H3,d3(s1, s2, s3) = H3,d(s3, s2, s1) ����(�

) $���� ��� ���( � ���� ���	�� � �� ��������


Yω1,3, 1(s1, s2, s3) = H3,s(s1, s2, s3) ·
{

*�



X̃1 (s1 − jω1) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃∗
1 ((s3 − jω1)

∗)

+X̃1 (s1 − jω1) · X̃∗
1 ((s2 − jω1)

∗) · X̃1 (s3 − jω1)

+X̃∗
1 ((s1 − jω1)

∗) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃1 (s3 − jω1)

}

Yω1,3, 2(s1, s2, s3) = H3,d(s1, s2, s3) ·
{

X̃1 (s1 − jω1) · X̃2 (s2 − jω2) · X̃∗
2 ((s3 − jω2)

∗)

+X̃1 (s1 − jω1) · X̃∗
2 ((s2 − jω2)

∗) · X̃2 (s3 − jω2)

}

Yω1,3, 3(s1, s2, s3) = H3,d(s2, s1, s3) ·
{

X̃∗
2 ((s1 − jω2)

∗) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃2 (s3 − jω2)

+X̃2 (s1 − jω2) · X̃1 (s2 − jω1) · X̃∗
2 ((s3 − jω2)

∗)

}

Yω1,3, 4(s1, s2, s3) = H3,d(s3, s2, s1) ·
{

X̃2 (s1 − jω2) · X̃∗
2 ((s2 − jω2)

∗) · X̃1 (s3 − jω1)

+X̃∗
2 ((s1 − jω2)

∗) · X̃2 (s2 − jω2) · X̃1 (s3 − jω1)

}
������

��� 	

��	���� �� 	 �������� ��	���	���� �� �	
�	� ���	�� �� ���� 	�� ���� 	�����
��� 
	���	�� �� �	���	�� �����	���� ��	������	���� �� yω1,1�	�� yω1,3(t) �� ��� ���� ���
�	��� ��� �������� ��	���	���� �� jω1 �� 
�������� �� ��
�	�� si �� ���� 	� ���� ����
ui = si + jω1 ! � "#$�$�� %���$ ��� 	

��	���� �� ��� �������� ��	���	���� �� Yω1,1(s)$
Yω1,3(s1, s2, s3)$ H1(s)$ H3,s(s1, s2, s3)$ 	�� H3,d(s1, s2, s3) ������ ��� �������� �	���	��
�����	���� �&
�������� �� ��� �	
�	� ���	��'

Ỹω1,1(u1) = Yω1,1(u1 + jω1)

�(



= H1(u1 + jω1) · X̃1(u1)

= H̃1(u1) · X̃1(u1). ������

Ỹω1,3(u1, u2, u3) = Ỹω1,3, 1(u1, u2, u3) + Ỹω1,,3, 2(u1, u2, u3) ������

+ Ỹω1,3, 3(u1, u2, u3) + Ỹω1,3, 4(u1, u2, u3) ������

��	
	

Ỹω1,3, 1(u1, u2, u3) = Yω1,3, 1(u1 + jω1, u2 + jω1, u3 + jω1)

= H3,s(u1 + jω1, u2 + jω1, u3 + jω1) ·
{

X̃1 (u1) · X̃1 (u2) · X̃∗
1 ((u3)

∗)

+X̃1 (u1) · X̃∗
1 ((u2)

∗) · X̃1 (u3)

+X̃∗
1 ((u1)

∗) · X̃1 (u2) · X̃1 (u3)

}

= H̃3,s(u1, u2, u3) ·
{

X̃1 (u1) · X̃1 (u2) · X̃∗
1 ((u3)

∗)

+X̃1 (u1) · X̃∗
1 ((u2)

∗) · X̃1 (u3)

+X̃∗
1 ((u1)

∗) · X̃1 (u2) · X̃1 (u3)

}

Ỹω1,3, 2(u1, u2, u3) = Yω1,3, 2(u1 + jω1, u2 + jω2, u3 + jω2)

= H3,d(u1 + jω1, u2 + jω2, u3 + jω2) ·
{

X̃1 (u1) · X̃2 (u2) · X̃∗
2 ((u3)

∗)

+X̃1 (u1) · X̃∗
2 ((u2)

∗) · X̃2 (u3)

}

��



= H̃3,d(u1, u2, u3) ·
{

X̃1 (u1) · X̃2 (u2) · X̃∗
2 ((u3)

∗)

+X̃1 (u1) · X̃∗
2 ((u2)

∗) · X̃2 (u3)

}

Ỹω1,3, 3(u1, u2, u3) = Yω1,3, 3(u1 + jω2, u2 + jω1, u3 + jω2)

= H3,d(u2 + jω1, u1 + jω2, u3 + jω2) ·
{

X̃∗
2 ((u1)

∗) · X̃1 (u2) · X̃2 (u3)

+X̃2 (u1) · X̃1 (u2) · X̃∗
2 ((u3)

∗)

}

= H̃3,d(u2, u1, u3) ·
{

X̃∗
2 ((u1)

∗) · X̃1 (u2) · X̃2 (u3)

+X̃2 (u1) · X̃1 (u2) · X̃∗
2 ((u3)

∗)

}

Ỹω1,3, 4(u1, u2, u3) = Yω1,3, 4(u1 + jω2, u2 + jω2, u3 + jω1)

= H3,d(u3 + jω1, u2 + jω2, u1 + jω2) ·
{

X̃2 (u1) · X̃∗
2 ((u2)

∗) · X̃1 (u3)

+X̃∗
2 ((u1)

∗) · X̃2 (u2) · X̃1 (u3)

}

= H̃3,d(u3, u2, u1) ·
{

X̃2 (u1) · X̃∗
2 ((u2)

∗) · X̃1 (u3)

+X̃∗
2 ((u1)

∗) · X̃2 (u2) · X̃1 (u3)

}

��



��� �������	�
� 
� 	�� ������ ������� 	
 ���� ��� ���� ������ 	�� �
��
���� 	��� �
����

��������
�� 
� 	�� �������� ��������	 	�����

ỹω1,1(t) =

ˆ ∞

−∞
h̃1 (τ1) · x̃1 (t− τ1) · dτ1

ỹω1,3,1(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
h̃3,s (τ1, τ2, τ3) ·

{
(x̃1 (t− τ1)) (x̃1 (t− τ2)) (x̃1 (t− τ3))

∗

+(x̃1 (t− τ1)) (x̃1 (t− τ2))
∗ (x̃1 (t− τ3))

+ (x̃1 (t− τ1))
∗ (x̃1 (t− τ2)) (x̃1 (t− τ3))

}
· dτ3dτ2dτ1

ỹω1,3,2(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
h̃3,d (τ1, τ2, τ3) ·

{
(x̃1 (t− τ1)) (x̃2 (t− τ2)) (x̃2 (t− τ3))

∗

+(x̃1 (t− τ1)) (x̃2 (t− τ2))
∗ (x̃2 (t− τ3))

}
· dτ3dτ2dτ1

ỹω1,3,3(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
h̃3,d (τ2, τ1, τ3) ·

{
(x̃2 (t− τ1))

∗ (x̃1 (t− τ2)) (x̃2 (t− τ3))

+ (x̃2 (t− τ1)) (x̃1 (t− τ2)) (x̃2 (t− τ3))
∗
}
· dτ3dτ2dτ1

ỹω1,3,4(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
h̃3,d (τ3, τ2, τ1) ·

{
(x̃2 (t− τ1)) (x̃2 (t− τ2))

∗ (x̃1 (t− τ3))

+ (x̃2 (t− τ1))
∗ (x̃2 (t− τ2)) (x̃1 (t− τ3))

}
· dτ3dτ2dτ1

�������� τ2 ��	� τ1�� ỹω1,3,3(t) ��� τ3 ��	� τ1 �� ỹω1,3,4 ������ 	�� �
��
���� ������	�

ỹω1,3,2(t) = ỹω1,3,3(t) = ỹω1,3,4(t)

� 



������ ��	
 ��� ���� ��� ������� ����

������ ��� ����� ����� �������� ��������� ������� ���� ���� �� ���������� ��


ỹω1,3(t) = ỹω1,3,1(t) + 3ỹω1,3,2(t) = ỹω1,3,s(t) + ỹω1,3,d(t)

����� ỹω1,3,s(t) = ỹω1,3,1(t) ���������� ���  ! ����� ����� ���������� ��"����������� ����

��� ỹω1,3,d(t) = 3ỹω1,3,2(t) ������� ���  ! ����� ����� �������� ��������������������� �����
�� ����� �� ���� ��	�

#�� ���� ����������� ���� �$$��� �� ��������� ��� %"�� ����� ������� ���������� ����

�&$������� ����� �� "���� �� ��

ỹω1,5(t) = ỹω1,5,s(t) + ỹω1,5,d1(t) + ỹω1,5,d2(t)

�����

ỹω1,5,s(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
h̃5,s (τ1, τ2, τ3, τ4, τ5) ·

{

'(



x̃1 (t− τ1) x̃1 (t− τ2) x̃1 (t− τ3) x̃
∗
1 (t− τ4) x̃

∗
1 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃1 (t− τ2) x̃
∗
1 (t− τ3) x̃1 (t− τ4) x̃

∗
1 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃
∗
1 (t− τ2) x̃1 (t− τ3) x̃1 (t− τ4) x̃

∗
1 (t− τ5)

+x̃∗
1 (t− τ1) x̃1 (t− τ2) x̃1 (t− τ3) x̃1 (t− τ4) x̃

∗
1 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃1 (t− τ2) x̃
∗
1 (t− τ3) x̃

∗
1 (t− τ4) x̃1 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃
∗
1 (t− τ2) x̃1 (t− τ3) x̃

∗
1 (t− τ4) x̃1 (t− τ5)

+x̃∗
1 (t− τ1) x̃1 (t− τ2) x̃1 (t− τ3) x̃

∗
1 (t− τ4) x̃1 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃
∗
1 (t− τ2) x̃

∗
1 (t− τ3) x̃1 (t− τ4) x̃1 (t− τ5)

+x̃∗
1 (t− τ1) x̃1 (t− τ2) x̃

∗
1 (t− τ3) x̃1 (t− τ4) x̃1 (t− τ5)

+x̃∗
1 (t− τ1) x̃

∗
1 (t− τ2) x̃1 (t− τ3) x̃1 (t− τ4) x̃1 (t− τ5)

}

ỹω1,5,d1(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
h̃5,d1 (τ1, τ2, τ3, τ4, τ5) ·

{
x̃1 (t− τ1) x̃1 (t− τ2) x̃

∗
1 (t− τ3) x̃2 (t− τ4) x̃

∗
2 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃
∗
1 (t− τ2) x̃1 (t− τ3) x̃2 (t− τ4) x̃

∗
2 (t− τ5)

+x̃∗
1 (t− τ1) x̃1 (t− τ2) x̃1 (t− τ3) x̃2 (t− τ4) x̃

∗
2 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃1 (t− τ2) x̃
∗
1 (t− τ3) x̃

∗
2 (t− τ4) x̃2 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃
∗
1 (t− τ2) x̃1 (t− τ3) x̃

∗
2 (t− τ4) x̃2 (t− τ5)

+x̃∗
1 (t− τ1) x̃1 (t− τ2) x̃1 (t− τ3) x̃

∗
2 (t− τ4) x̃2 (t− τ5)

}

ỹω1,5,d2(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
h̃5,d2 (τ1, τ2, τ3, τ4, τ5) ·

{
x̃1 (t− τ1) x̃2 (t− τ2) x̃2 (t− τ3) x̃

∗
2 (t− τ4) x̃

∗
2 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃2 (t− τ2) x̃
∗
2 (t− τ3) x̃2 (t− τ4) x̃

∗
2 (t− τ5)

+x̃∗
1 (t− τ1) x̃

∗
2 (t− τ2) x̃2 (t− τ3) x̃2 (t− τ4) x̃

∗
2 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃2 (t− τ2) x̃
∗
2 (t− τ3) x̃

∗
2 (t− τ4) x̃2 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃
∗
2 (t− τ2) x̃2 (t− τ3) x̃

∗
2 (t− τ4) x̃2 (t− τ5)

+x̃1 (t− τ1) x̃
∗
2 (t− τ2) x̃

∗
2 (t− τ3) x̃2 (t− τ4) x̃2 (t− τ5)

}

��



������ ��� ����	�
�
���	� �
������� �������� ��
	������ �������� ���	�� ���� ���
���� ���� 	� �	��� ���

ỹω1(t) = ỹω1,1(t) + ỹω1,3(t) + ỹω1,5(t) + · · · ������

���� �� ��	
�������� ��	����� ���������� �������� 	����	 �����

�� ����� �� 	 ����� ��� �
�� ���� !!" �������� ���� 	� � �	�	���  ��������� ���
�����#	�� �	���� ��� ������  �� ���	�� ��� �  ��$	��	��� ��� 
��� �� �
����� �	 �	��
�����

%� &�
����	�� �� ��� �������� ���� �� � '�	�� ����	����	�� ����� NL� ��������� 	� ���
����� �� 5 �� 7�

(� )		���	�� �� ��� 	������� ��
��� (−∞,+∞) �� (0, T∞) 
�	�� ��� �	���� ��� ����
�� ��
���	��� ��� ��� ���	�� ���� ���
 �	�� ������	��� ��� ���� �	� 	����	���
�������� ���	�� 	� ��'��� �� t < T∞�� *	��� ��� 	 
��� ��� ����� �� �	+����� ��������
,������� 	��� h̃ω1,1�h̃ω1,3,s�h̃ω1,3,d�h̃ω1,5,s�� � � � �� ������ �	+����� �� ���� �� ��� ������
��� ���� � ��� 
��� 	� ��� �� 
���	�� �� ��� �	+����� �	�����	�� ���� ��� ��
��� �� �� �	+������

-� .�	�� ��� ������ �� ��� ���� 	��	�� ��� 	������� �/	�����	�� �� ������ ���
�����	��� ��� �������� ,������ ��� �� �����	0�� 1(-2�� ��� �
��� �� ���
	���
,������ 	� �	��	'������ ���
����

/	�	�	0	�� ��� �
�� ���� !!" �������� ���� �	�����

ỹω1(n) = ỹω1,1(n) + ỹω1,3(n) + ỹω1,5(n) + · · · ����3�

ỹω1,1(n) =

M1∑
i1=0

h̃ω1,1 · x̃1 (n, i1)

ỹω1,3(n) =

M3,S∑
i1=0

M3,S∑
i2=i1

M3,S∑
i3=i2

h̃ω1,3,s · x̃3,s (n, i1, i2, i3)

+

M3,S∑
i1=0

M3,S∑
i2=0

M3,S∑
i3=i2

h̃ω1,3,d · x̃3,d (n, i1, i2, i3)

3%



ỹω1,5(n) =

M5,S∑
i1=0

M5,S∑
i2=i1

M5,S∑
i3=i2

M5,S∑
i4=i3

M5,S∑
i5=i4

h̃ω1,5,s · x̃5,s (n, i1, i2, i3, i4, i5)

+

M5,d1∑
i1=0

M5,d1∑
i2=i1

M5,d1∑
i3=i2

M5,d1∑
i4=0

M5,d1∑
i5=i4

h̃ω1,5,d1 · x̃5,d1 (n, i1, i2, i3, i4, i5)

+

M5,d2∑
i1=0

M5,d2∑
i2=0

M5,d2∑
i3=i2

M5,d2∑
i4=i3

M5,d2∑
i5=i4

h̃ω1,5,d2 · x̃5,d2 (n, i1, i2, i3, i4, i5)

�����

x̃1 (n, i1) = x̃ (n− i1)

x̃3,s (n, i1, i2, i3) = x̃1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃
∗
1 (n− i3)

+ x̃1 (n− i1) x̃
∗
1 (n− i2) x̃1 (n− i3)

+ x̃∗
1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃1 (n− i3)

x̃3,d (n, i1, i2, i3) = x̃1 (n− i1) x̃2 (n− i2) x̃
∗
2 (n− i3)

+ x̃1 (n− i1) x̃
∗
2 (n− i2) x̃2 (n− i3)

x̃5,s (n, i1, i2, i3, i4, i5) = x̃1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃1 (n− i3) x̃
∗
1 (n− i4) x̃

∗
1 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃
∗
1 (n− i3) x̃1 (n− i4) x̃

∗
1 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃
∗
1 (n− i2) x̃1 (n− i3) x̃1 (n− i4) x̃

∗
1 (n− i5)

+ x̃∗
1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃1 (n− i3) x̃1 (n− i4) x̃

∗
1 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃
∗
1 (n− i3) x̃

∗
1 (n− i4) x̃1 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃
∗
1 (n− i2) x̃1 (n− i3) x̃

∗
1 (n− i4) x̃1 (n− i5)

+ x̃∗
1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃1 (n− i3) x̃

∗
1 (n− i4) x̃1 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃
∗
1 (n− i2) x̃

∗
1 (n− i3) x̃1 (n− i4) x̃1 (n− i5)

+ x̃∗
1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃

∗
1 (n− i3) x̃1 (n− i4) x̃1 (n− i5)

+ x̃∗
1 (n− i1) x̃

∗
1 (n− i2) x̃1 (n− i3) x̃1 (n− i4) x̃1 (n− i5)

��



x̃5,d1 (n, i1, i2, i3, i4, i5) = x̃1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃
∗
1 (n− i3) x̃2 (n− i4) x̃

∗
2 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃
∗
1 (n− i2) x̃1 (n− i3) x̃2 (n− i4) x̃

∗
2 (n− i5)

+ x̃∗
1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃1 (n− i3) x̃2 (n− i4) x̃

∗
2 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃
∗
1 (n− i3) x̃

∗
2 (n− i4) x̃2 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃
∗
1 (n− i2) x̃1 (n− i3) x̃

∗
2 (n− i4) x̃2 (n− i5)

+ x̃∗
1 (n− i1) x̃1 (n− i2) x̃1 (n− i3) x̃

∗
2 (n− i4) x̃2 (n− i5)

x̃5,d2 (n, i1, i2, i3, i4, i5) = x̃1 (n− i1) x̃2 (n− i2) x̃2 (n− i3) x̃
∗
2 (n− i4) x̃

∗
2 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃2 (n− i2) x̃
∗
2 (n− i3) x̃2 (n− i4) x̃

∗
2 (n− i5)

+ x̃∗
1 (n− i1) x̃

∗
2 (n− i2) x̃2 (n− i3) x̃2 (n− i4) x̃

∗
2 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃2 (n− i2) x̃
∗
2 (n− i3) x̃

∗
2 (n− i4) x̃2 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃
∗
2 (n− i2) x̃2 (n− i3) x̃

∗
2 (n− i4) x̃2 (n− i5)

+ x̃1 (n− i1) x̃
∗
2 (n− i2) x̃

∗
2 (n− i3) x̃2 (n− i4) x̃2 (n− i5)

�� ����� M1�M3,s,M3,d,M5,s,M5,d1���M5,d2 �	�
�	 ��	 	
�� �	��� 
� ��	 ����� ������

���� 
��	� �
��	��� �	��	� ����
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� �	��� ��	 ��������� �
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 �
� ���	�� �� ��	 ��������� �� �� !
��� 	���
���" ���� ��	 ����
���
� �	��

x̃3,s(n, i1, i2, i3) ��� x̃5,s(n, i1, i2, i3, i4, i5) ��	 ���	�� �
������
�� 
� ���		 ����� ��� �	�

���� 
��	� ����
���
� ��
������ �	��	����	��� #� 	����	 
� ��	 ���� ���� ��� �
��	���


�	� 
� ���� �� "��	� �
� NL = 3 ��� M1 = M3,s = M3,d = 1 �� ���$�

ỹ(n) = h̃ω1,1(0)x̃1(n) + h̃ω1,1(1)x̃1(n− 1)3h̃ω1,3,s(0, 0, 0)x̃1(n)x̃1(n)x̃
∗
1(n)

+ h̃ω1,3,s(0, 0, 1) (2x̃1(n)x̃1(n− 1)x̃∗
1(n) + x̃1(n)x̃1(n)x̃

∗
1(n− 1))

+ h̃ω1,3,s(0, 1, 1) (2x̃1(n)x̃1(n− 1)x̃∗
1(n− 1) + x̃1(n− 1)x̃1(n− 1)x̃∗

1(n))

+ 3h̃ω1,3,s(1, 1, 1)x̃1(n− 1)x̃1(n− 1)x̃∗
1(n− 1)2h̃ω1,3,d(0, 0, 0)x̃1(n)x̃2(n)x̃

∗
2(n)

+ h̃ω1,3,d(0, 0, 1) (x̃1(n)x̃2(n)x̃
∗
2(n− 1) + x̃1(n)x̃2

∗(n)x̃2(n− 1))

+ 2h̃ω1,3,d(0, 1, 1)x̃1(n)x̃2(n− 1)x̃∗
2(n− 1) + 2h̃ω1,3,d(1, 0, 0)x̃1(n− 1)x̃2(n)x̃

∗
2(n)

+ h̃ω1,3,d(1, 0, 1) (x̃1(n− 1)x̃2(n)x̃
∗
2(n− 1) + x̃1(n− 1)x̃∗

2(n)x̃2(n− 1))

�%



+ 2h̃ω1,3,d(1, 1, 1)x̃1(n− 1)x̃2(n− 1)x̃∗
2(n− 1) ������

��� 	
��� ���������� �� ���� �����
� � ������ �� ��������� ���������� �� ��� ��������
���
 ���� ��� ��
����� ����
� ��	
����� �� �

 ��� ������
� ���������� ����� ���������� ��
��� �����	 ��� � ����	 ���
����� �������� �� ��� !"� ����� 
���� ����
�� ������ ��
 ���
����
��� �� ��� #��� ���� ��$��
% ��$� x̃∗

1(n)x̃
2
1(n)%��� x̃∗

1(n)x̃1(n)x̃1(n−1)% �� ����
� ���� ���
����$ ���&��� ��� �&� �����' ����
����% ��$� x̃1(n)x̃

∗
2(n)x̃2(n)% ��� x̃1(n)x̃

∗
2(n− 1)x̃2(n)�

" 
��$� ������ �� ��� ���������� ����� ��	
���� �� ���� &��� ��� ��	��������� �� ���
()*)!) ����
+,-. �����% x̃∗

2(n)x̃2(n)x̃1(n− 1) ��� x̃∗
2(n− 1)x̃2(n)x̃1(n− 1))�

/��
� ��� �������� ���
 ���� ��� ��
����� ����
 ��	
���� 
��$�� ������ �� ����������
�����	�� ���� ����� ����
�% �		�����$ �� ���� ����� �����	�� ��� $������ ���� ��0�����
����� ��	� ��� ����� � ���������� ����% �� $� ��� ���������� ���� x̃3,s(n, i1, i2, i3) �����*
����� ��� $������$ �� ��� ��

�&��$ ���������� �����	�� x̃1(n − i1)x̃1(n − i2)x̃

∗
1(n − i3)%

x̃1(n − i1)x̃
∗
1(n − i2)x̃1(n − i3)% x̃∗

1(n − i1)x̃1(n − i2)x̃1(n − i3)� ��� ���������� ����*
�	�� ���� ��
��$ �� � $���� ��� ����� ��� ���� 1����
� 2�� ����
�% ��� ���� ������
�
����
�� (i1, i2, i3) ∈ {0..M}3% ����� 3�� ����� ���������� �����	�� ��� 	������� �� ����

x̃3,s(n, i1, i2, i3) ��� 	����4����
 ����� ��� 1����
 h̃ω1,3,s(i1, i2, i3) �� ����� 5���
��
 % ���
���� ������
� 4������
�� (i1, i2, i3, i4, i5) ∈ {0..M}5% ��� 6�� ����� ���������� �����	�� ���

	������� �� ���� x̃5,s(n, i1, i2, i3, i4, i5) ��� ����� ��� 1����
 h̃ω1,5,s(i1, i2, i3, i4, i5) �� �����
7��	�% ������� ��� ��	� ���� ��� �������� ����
� ����
��� ���� ���������� �����% �� ��4�����
	�������
� ������ �� 1����
� 	������ �� ��� ()*)!) �	�����

����� ����� 	��
�������


��� ��������� �� ��� �������� �� ��� ���
 ���� ��� ��
����� ����
% ����% ���������
��� 
������� �������� &��� �����	� �� ��� 	��8	������ 7��	�% ��� 
���� �4���� ����� �95��
��������� 	�� �� ���
��� �� ������� ��� 1����
� �� ���� ��� � $���� :2 !"� �4������ ���;
�����
� ��� ��������� ���� �� 	������ ��� 95� ��
����� �� �����

X · h = Y ����;�

&���� A ������� ��� ���������� �����	�� �����% h �� ��� 1����
�' ��	��� �� �� ���������
��� Y �� ��� ��	��� ������ � ��� ������ ��$��
 ����
�� ��	� �� ����� ������
�� �A%h ���
Y � �� ��#��� �� ��6< &���� L �����������$ ��� ���� ������ ��=��

X =

( x̃1,s(M1 + 1) · · · x̃1,s(1) x̃3,s(M3,s + 1, 0, 0, 0)
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

x̃1,s(L) · · · x̃1,s(L−M1) x̃3,s(L, 0, 0, 0)

��



· · · x̃3,s(1,M3,s,M3,s,M3,s) x̃3,d(M3,d + 1, 0, 0, 0) · · ·
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

· · · x̃3,s(L−M3,s,M3,s,M3,s,M3,s) x̃3,d(L, 0, 0, 0) · · ·

)

h =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
h0
�

�

�

hM1

h0,0,0
�

�

�

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; Y =

⎛⎜⎝ ỹ1,0(M1 + 1)
�

�

�

ỹ(L)

⎞⎟⎠ , ������

��	 
�� ������� �� ���� � ������	� �����

ĥ =
(
X t ·X)−1 ·X t · Y ������

��	�	 ĥ � ��	 	�����	 �� h�

����� ����	�
���

�� �	 ��	 �	��������	 �� ��	 �����	� ���	� ��	 ��!	� ����������� �� �	� ��
���	� ��� ���	���"	 � ���� ���	� ����#$��� %& '(� ��	 �	!��	 ���	� �	� �� � $����$���
�� ) ����	 	��	� *�+ '( ,-�. ���!	� ���� � ����#$��� �����#������� ������ ���		 �	�
�	����� ��	 �	/�	��

� 0�	 �� �� 12" )031( ��� �� 12" 
�� ����� �	��	�	� 4 5�� *2" ��� 5��
*2" �	�	���!	�6

� 0�	 5� 5� 12" �0 )031( ��� 5� 12" 
�� ����� �	��	�	� 4 5�� *2" ��� 5��
*2" �	�	���!	�6

� 0�	 7� 5� 12" 
�� ��� 5� 12" )031( ����� �	��	�	� 4 5�� *2" ��� 5��
*2" �	�	���!	�6

&��� ��� ��� ��	 ��8	� ����� ���	���"����� �	� $	��� �	�� 9� �����	� �� ��� !	����
����� �	�	����� ���*��7:0� � !	���� ����� ����6"	� �+��7�(� ��� ������ ����� ������	 
��� � ��� ������	� ��� �	� ����� 6���	� ��� ������ �	��6 	��������;������	�� 
������ ����� �������� ��� ���	� ��	���/�������

-�



������ ��	
 �������� ��� ����������� �����

���� ��� �������� ��� ��� ���� ��� ������� ���� ��� ��� �� ��� ����� ���

���������� ��� ���� �� �������� ��� ���� ��� ���������� ����� ��� ����� ����� �!

��"� ���� #��� ����$���� ��� �� �"���$� ��� ���� ���!�����"� $�� "����%�� "������

���� �� ��"� "���� ��� ��� �#� &��� �"�������' �� #�� !���� ���� NL = 7 ��� M = 3 !�� ���

�� ��� ��� NL = 7' M1 = 2' M3,s = M3,d = 1' M5,s = M5,d1 = M5,d2 = 0 ��� M7 = 0
!�� ��� ��� ���� ��� ������� ��� �������� (�#�$��' !�� ��� ����� "���' NL = 7 ���

M = 3 !�� ��� �� ��� ��� NL = 9' M1 = 2' M3,s = M3,d = 1' M5,s = M5,d1 = M5,d2 = 0'
M7 = 0' M9 = 0 !�� ��� ��� ���� ��� ������� #��� !���� ���)�����

��� ������������ ������ !�� ��� ����� ����� �"������� ��� ���#� �� ���� ��*+���*� ���

��� "������������ ���!�����"�� ��� ���������� �� ���� ��� , ��-� .""������ �� ���

������������ ������ �������� �� � �! ��� ���� �"�������' ��� ��� ���� ��� �������

���� ��""����� �� �������� ��� �. ��� �����&"��� ������!����� ��� �� ��� �� �����

�! ������������ "���"�� ��� ���� "����%�� � . ����"���� �! ��� ���"���� �����#�� �!

����� �+�� ��� �� ./�0 �! ����� 1+��" #��� �"���$�� � ��� ��� ���� ��� �������

�� � ���� �"�������� (�#�$��' ��� ������ ������������ "���"�� #�� ��2����� �� ���

����� �"������� ��� �� ���� "���� $�� ������ �����$����� �� ��� ���"���� �����#�� #��

���������
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S(n) = I(n) · I(n− 1); E = S(n) + S(n− 1)

.� �������� �� �� ���&� �� ��������� �����&� �� �� ��#���� ��&'������� ��
��!��3���� ��� ������ �� )������ ���� 454� �� ���� & ����� �� ������ 	
�


��� ������	
 ��������� ��
 ����	�	������ ����

� �%������� ������� ��� ���������! �� ������������ �� )������ ����'&��� 454
����� �� �������� �� ������ �� 6�!
 	
1
 6����� �� #������ ��������� ����������������
������ �� ������ 	
�� �� ������ �� �� ���!���� 454 ��������
 .�� ���������������
�� ������������% ������� ����! �� �%�&���� ���� ����� 7���� ���� 7�������
 .���
��  "$ ����� ��  4" ����� ���� 7����&�� �� ��� �� ������������% !���� �� ��!����
������� ��� ���� �� ������� ���&� �� ����������� ����� ��� ����% ��� ��� ��

,�



I5(n)

I ·Q+Q · I = 2 · I ·Q
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���	 ���� �� �/������� �� ��� ��/� 	�������

���	 ������� ���+��	 ��� ����������� �������� �����/��� �� � �
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��	 � 	����� �������������� ��������
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������ ��	
 ����������������� ����������� �������� ���� ��������������������� ��������
���������

������� � ����� ���� ��� ������ ������ ���� �� �������� �� �� ����� ���� ���� !���
��� ����� ������ ���� ��� ������� ��� ��"�������� !�� ����������� ## �������

$� ���� ���%� � ����� ��� ����� �������� &'& �� ������� ����� ���� ��� ��"���� '(
��������� ������� )*	� *+, �� �� �������� �� ��� (&# ������� ���� )�-,� ��� ������
�������� �� ���!����� ����� �� .�(# �������� ����� ��� �������� /��� &'& !�������0�
�� ������ ������ �! ��� !������% ��� )*1,� ���� �� �� ���������� �� ��� ��� ��������� �����
�� �� ���� ��� �2���� ����� ��� �������� �� ������ ������� �! ��� !������% ���� ���
.�(# �������� ��� ���� ������ ��������2 �� ��� �����3� �! ���������� ������������
)45� 4*,� (�� %���� �� � ������ �������� ��� .�(# ����� ������� �������� ���������
��� ��"�������� !�� ����������� ������� �! ��� '( ##�6 ������ �������

���� ��	 �������� ��� �������� ����� ��� ����� &'& �2����� ��� ����� ���
����� �������� ��� �������� ��� ## ������ ������� ����� �� � ����� ( ����� �7
����� �� ���� �� ���������2 ����� ��� &'& ����� ������������� �� ��� �������� ##�
��� �������� �! ��� &'& ������ ������������� �� ���� �! ��� ##� �� ���!����� �����
��� ���� �7� ���� ��� ����� ��� �� �������� �� ����� � ��� ������ $� ���� ��	� ���
��� ����� ##� ��� ����� x̃1 ��� x̃2 ��� ����� ������������ ������������ ��� ������� x̃1p

��� x̃2p� x̃BUL ���������� ��� ������� �! ��� ����� ����� ## ������������� �� ��� ����
����� ������������ /89:0� ��� 89: �� ���������� �2 ��� ������������� ����� /��� ����
��	0 �� ������� ������������� �������� �� ��� ������� ��������� /��� ���� �� ������ x̃1 �� x̃2

��������� �� ��� ���������0� ỹBUL �� ��� ������� �! ��� ������ �����6� ## �������������
�� ��� 89:� ��� �7 ����� ���������2 ��;���� ��� &'& ���<������ ���� ��� ������������
dBUL� ���������� �� ��� ������ ����� ##6� �������� ỹBUL� ��� !�2 ��������
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dBUL(n) = ỹBUL (n)− x̃BUL (n) �����

�� �	
� ���� �� ��� ��� ������� ���� ��
���� �� ������� � ��������� ����	�����	��
 ����	�� ��� ������������� �� ��� 	���� !! ��"������ ������	�
 �� ��  �����	�
 �#���	���

x̃1p =

N1∑
i

J1∑
j

M1∑
m

V1∑
v

â1i,j,m,vϕ
1
i,j,m,v (x̃1(n), x̃2(n)) ���$�

x̃2p =

N2∑
i

J2∑
j

M2∑
m

V2∑
v

â2i,j,m,vϕ
2
i,j,m,v (x̃1(n), x̃2(n)) ���%�

���� ϕ1
i,j,m,v ��� ϕ2

i,j,m,v ��������� �� ���	�  ����	��� � �� ��� ������� �����������
	�
 �� ��� ���� ��� N1 ��� J1 ������ N2 ��� J2� ��������� �� ����	����	�& ������ � ��
	��������� ��� ���������� �	�����	�� 	� �� '��� ������ ������� ���� ��� ������� M1

��� V1 ������ M2 ��� V2� ��������� �� �����& ����� � �� 	��������� ��� ����������
�	�����	�� 	� �� '��� ������ ������� ���� ���� ��� â1i,j,m,v ��� â2i,j,m,v ������ �� ��� ���
������( ���)�	����� *#���	��� ��$ ��� ��% ��� �� ����	���� 	� "�����  ��� ��  ������+

x̃1p = Â1 ·X1(n) ���,�

x̃2p = Â2 ·X2(n) ���-�

���� Â1 ������ Â2 � 	� � "����� �����	�	�
 ��� �� ���)�	���� â1i,j,m,v������ â2i,j,m,v �
� �� '��� ���� ��� ������ �� ������ ���� ����� X1(n) ������ X2(n)� 	� � "�����
�����	�	�
 ��� ���	�  ����	��� ϕ1

i,j,m,v ������ ϕ2
i,j,m,v� � .� "������ X1(n) ��� X2(n) ���

�������� 	� ���	�  ����	�� 
�������� ������ ���� 	� �	
� ����

�� 	� �� ���� ��� �� �������� ������� ������� �� ����� � �� ������������ ���	�
 ����	��� "������ X1(n) ��� X2(n) 	� �� ��� ��� ��
	��� ��� ���	�	�
 �������� �� �	
�
���� XBUL(n) 	� �� ���	�  ����	��� "�����  �� �� ���� ����� �	����	/��	�� ��� ��� ��
�#��� �� �	��� X1(n) �� X2(n) ������	�
 �� �� ����	�
 � �� ���� ������	�� �������

�	0����� ��������� ��� ������ 1��� 2%� 3,� 345 �"� ���� "��	���  ���� � ���	�
 ����	��� ϕ1

i,j,m,v ��� ϕ2
i,j,m,v� �� �	� �����  �� �� �������� � 	��������	��� �� ���������

�������� �#�	"����� �66*� 7������� ����� ��'��� 	� 13,5 	� ����� 8���"��� �� ��������
�&���� 	� �	
� ��� ��� �� ����	�� �� ��& � �� ��������� ��� ������ �������� 	� ��
�	���������

9��� ����	�� ���"	��� ����	�� � �� ��������� ������	"� ����� �#����� �:;<� ��
��	��
�	� ��� ����	�� �� 	����	 & �� ��������� ��� ���)�	���� ��	�
 � �	�
�� .=: ����
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� ��� �
������ �������

�� ��� ���	
��	�� ����	��
 ��� ������ �� ������	��� ������ ��� ��� �����	����
��	�� ��� ���	 ���� �����	��� J �  !"# 	� 
	�	
	$��%

J = min

(∑
n

∣∣∣dBUL(n)−ΔÂBUL ·XBUL(n)
t
∣∣∣2) ��%��

&� �%�� dBUL(n) 	� ��� 	����	$��	�� ����� ��'��� 	� �%(� ÂBUL ��� X(n) ��� ��� �������
��
)�	��� �� ��� ��� 
�����* �����	���� ��� +��	� �����	���� ���)���	���% ΔÂBUL

������� ��� ��� �����	���� ���	
��	�� �����%

�� ��� +��� �����	�� 
���� ��	����� +������ ��� �	,����� +����� ��� ������)���	��
+��-� �� ����� ��	�� ��� ���
�� +� ��� 	�)�� .. x̃BUL (n)� ��� +��	� �����	��� XBUL(n)
��� ��� ���)�� .. ỹBUL (n)� ��� ���� �� ���	
��� ��� ������)���	�� ��� �����	����% &�
���� 	�����	��� ��� ���	
���� ��� �����	���� ����� ΔÂBUL 	� �/)�	��� �� ��
)��� ���
��� ���	
��� �� ��� ��� �����	���� ÂBUL ��	�� � �������	�� ������ γ ������	�� �� �%0%

ÂBUL(q + 1) = ÂBUL(q)− γ ·ΔÂBUL ��%0�

1�� ����	� �� ��� �����)�� ���2+��� ��� ����	��
 ��� )�������� 	� ����	��
 &%
1�� ������ W (n) ��)������� ��� ���	
���� ����� 	� ��� ���*� �����	���� ������ ��� 
���	/
P 	� �������� �� �� ��� 	������ �������	�� 
���	/% 1�� �����	���� ������ ��� ��� 	������
�������	�� 
���	/ ��� 	�	�	�� ��� �� +� �3�� �� W (0) = [1, 0, . . . , 0] ��� P (0) = Δ � I�
����� I 	� ��� 	����	�� 
���	/ ��� Δ = 1e5% 1�� ��	� ������ G(n) 	� ��
)���� ��� ����
�	
� 	������� ��

G(n) =
P (n) ·XBUL(n)

t

1 +XBUL(n) · P (n) ·XBUL(n)t

1�	� ��	� ������ 	� 
��	)	�� +� ��� � )�	��	 ���	
��	�� ����� d(n) −XBUL(n) ·W (n)
��� ����� �� ��� �����	���� ������ �� �)���� ��� �����	����%

W (n+ 1) = W (n) +G(n) · (d(n)−XBUL(n) ·W (n))

4��� ��� �����	���� ���� +��� �)������ ��� 	������ �������	�� 
���	/ 	� �)������ ���
��� ���	
��	�� ����
�� �	�� ��� ��� 	�)�� ..� ��
)��%

P (n+ 1) = (I −G(n) ·XBUL(n)) · P (n)

!"



Δ = 1e5

W (0) =

{
[1, 0, ..., 0] if q = 0

ÂBUL(q − 1) if q �= 0

}
P (0) = Δ · I

for n = 1 : Q

G(n) = P (n)·XBUL(n)
t

1+XBUL(n)·P (n)·XBUL(n)t

P (n+ 1) = (I −G(n) ·XBUL(n)) · P (n)
d(n) = ỹBUL(n)− x̃BUL(n)

W (n+ 1) = W (n) +G(n) · (d(n)−XBUL(n) ·W (n))
end

ΔÂBUL = W (Q+ 1)

ÂBUL(q + 1) = ÂBUL(q)− γ ·ΔÂBUL

��������	 
� �� ��������	 ������� �� ���� �������� ��������

��� �����	
���� ��	��	��

��� ������	���� ������	��� �� ��� �������� �������� ��� ��������� ���� �� ��������
�� �� ��������� � �� ����� ���� ��� ���� ���� ���� ������ ��� 	������	��� ����� ��������
��� !����� ������ ���������� "#�$%%&'� ���	 ������� ������������( ��� )����� ������
�������� "�*� +,%,� ���	 ������� ������������( ��� � ���� ��	����� ���� ���� ���
�� ����	����� ��������	� ��� �	������ ��� ���� -�- ������ ��� ��!��� ����� ����
"-.�( ��� � /,0 ����� 1 -������ �� ���!�� �� �� ������� 
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